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Resumen

En el curriculo matematico de tercer semestre de preparatoria de la SEP (Secretaria de
Educacién Puablica de Meéxico), se contempla el tema de las curvas conicas cuyo
tratamiento se centra gran parte en el desarrollo algebraico de sus ecuaciones. Sin negar la
potencialidad de éstos métodos, es conveniente mediar el estudio de sus propiedades, en su
definicion como lugar geométrico, con una visualizacion geométrica sin demeritar el
tratamiento algebraico. El presente trabajo de investigacion es ademas, una propuesta que
integra el campo de la matematica, la didactica y las tecnologias digitales, en donde la
ensefianza de la elipse es un ejemplo o prototipo de como se podria generalizar para
introducir las demas curvas conicas en Geometria Analitica, por medio de actividades
enmarcadas en la didactica Cuevas & Pluvinage (2003) y los tres primeros niveles de

desarrollo del pensamiento geométrico de Van Hiele, reinterpretado bajo esta didactica.

Abstract

Within the mathematics curriculum for third semester in de high school for the SEP, we can
find the issue called conicals curves, whose teaching is focused almost exclusively on
developing algebraic equations of conics. Without denying the potential of these methods,
the study of conics should begin from their legitimate properties as loci, with a geometric
visualization without devalue the algebraic treatment. The present research is a proposal
linking the worlds of mathematics, didactics and digital technologies, where the teaching of
the ellipse is an example of how one might generalize to introduce other conic curves in
Analytic Geometry, through activities supported in Cuevas & Pluvinage Cuevas didactic,
and the first three levels of development of the VVan Hiele geometric, reinterpreted under
this didactic.



Introduccion
En los programas curriculares presentados en paises como México por la SEP (2013)

CCH-UNAM (2013), Colombia con el MEN (2006) y en Espafia como lo afirman
Contreras, Contreras, Garcia (2002), es notable que el estudio de las curvas conicas se aleja
un tanto de la parte Geométrica para dar exclusividad a la parte algebraica de las mismas,
donde se empobrece la intuicion geométrica, y consecuentemente las propiedades
geométricas de las mismas. Por otra parte, los programas curriculares presentan los
contenidos aislados de su desarrollo historico y de sus aplicaciones; ademas fuera de un
contexto social, es decir los descontextualiza de la realidad.

Adicionalmente, a pesar del desarrollo de las tecnologias digitales y en particular de
sistemas de geometria dindmica, en general, no se utilizan recursos tecnoldgicos que
permitan un acercamiento a los conceptos mediante la interaccién de los diferentes objetos
matematicos que promueven competencias matematicas en los estudiantes. También, en
algunas instituciones educativas, no se hace uso de la tecnologia debido a mdaltiples
factores, por enumerar algunos, no cuentan con una politica de actualizacion docente,
carencia de equipos de computo en buen funcionamiento y software adecuado (Gonzalez,
2010), lo cual conlleva a la falta de proyeccién hacia cursos que integren los temas de
matematicas con la tecnologia. De acuerdo con Sacristan, Calder, Rojano, Santos,
Friedlander, Meisser (2010) las tecnologias tienen un papel central en la comprensién y
desarrollo de conceptos matematicos, gracias a las mdltiples representaciones que la
computadora ofrece de éstos. La NCTM (2008) menciona que “La tecnologia es una
herramienta esencial para el aprendizaje de las matematicas, en el siglo XXI, y todas las
escuelas deben de asegurar que sus estudiantes tengan acceso a la tecnologia.

La busqueda de las relaciones entre las matematicas, didactica y la tecnologia, se
materializ6 como propuesta del presente trabajo de investigacion, en el que se realiz6 un
analisis bibliografico en diferentes articulos de investigacién, los cuales hacen referencia a
los problemas de ensefianza y aprendizaje de la Geometria Analitica, como en Del Rio
(1991), Cruz & Marifio (1999), Contreras, Contreras & Garcia (2002), y Bussi (2005).



La propuesta establece una relacion entre las matematicas, la didactica y las tecnologias
digitales, con el proposito de promover un mejor entendimiento de conceptos matematicos,
mediante el disefio de una serie de actividades didacticas que se enmarcan en la didactica
Cuevas & Pluvinage (2003), donde la inclusion de la tecnologia adquiere un papel relevante
y de motivacion para el estudiante, puesto que permite la visualizacién e interaccion con los
objetos geométricos. La propuesta presentada, introduce particularmente el concepto de
elipse, sin embargo la ruta didactica aplicada se puede extrapolar heuristicamente para la
comprension de otras curvas y conceptos geométricos tales como: circunferencia, parabola,
hipérbola, partiendo de la visualizacidn, analisis de las propiedades y definiciones de las
figuras como lo sugiere el nivel I, Il de Van Hiele. Finalmente, el estudiante debe realizar
clasificaciones ldgicas, y seguir demostraciones algebraicas de manera formal a las figuras
como lo establece el nivel 11l de Van Hiele. El uso de la tecnologia serd importante para
mantener la parte activa en los estudiantes como lo propone la didéactica Cuevas &
Pluvinage (2003), donde el estudiante es quien realiza la accion y construye las diferentes
definiciones de manera dosificada partiendo siempre de un problema en contexto, lo cual
hace de las Matematicas un area funcional, es decir segun Aebli (1995) es aplicada a

situaciones del mundo real para entender por qué o cémo funcionan las cosas.
El contenido del presente trabajo se divide en los siguientes capitulos:
Capitulo I. Planteamiento del problema y antecedentes.

Capitulo Il. Marco tedrico-didactico, computacional y conceptual.

Capitulo I11. Metodologia y disefio de los instrumentos de medicion.

Capitulo V. Andlisis de resultados

Capitulo V. Conclusiones e investigaciones Futuras



Capitulo I. Planteamiento del problema y antecedentes
En este capitulo se presentan dos aspectos importantes; en primer lugar, las causas que

dieron origen al presente trabajo de investigacion, y en segundo lugar, al surgimiento de
una propuesta didactica para introducir una curva conica, en particular de la elipse vista en
un primer curso de Geometria analitica, mediante el uso de actividades dinamicas e

interactivas bajo un marco didéctico.

La necesidad de aplicar una didactica especifica radica en aspectos como promover una
mejor comprension en los estudiantes sobre los cursos de matematicas que forman parte de
los diferentes curriculos educativos de diferentes partes del mundo como Meéxico,
Colombia, Espafia, entre otros' que exigen al estudiante cumplir con objetivos
cognoscitivos, y al profesor con ciertos roles para la ensefianza, entre ellos el uso de las
tecnologias de la informacion y de la comunicacion TIC (SEP, 2013). Finalmente, es
importante mostrar la elipse, como patrimonio cultural, ya que a lo largo de la historia es un

tema que ha sido util y funcional en el mundo real.

1.1. Antecedentes
Antes de disefiar la propuesta didactica, se hara en primera instancia un breve andlisis de la
problematica presentada en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los estudiantes en la

Geometria analitica, y asi mismo trabajos referentes al estudio y ensefianza de la misma:

Del Rio (1991) hace un estudio comparando dos metodologias para la ensefianza de las
conicas en el aula. En la primera, aplica el modelo de aprendizaje por descubrimiento,
basado en la teoria de Bruner, concluyendo que la mayoria de los estudiantes (aprox. 80%)
de poblacion de estudio, presentan una confusion entre las formas planas y espaciales, al
afirmar que los huevos de gallina tienen forma de elipsoide, y los melones forma de elipse;
sin embargo, reconocen y diferencian las figuras (conicas), al identificar alguna propiedad
particular de modo perceptivo (p. 116). En la segunda, se aplica una didactica tradicional
donde concluye que la mayoria de los estudiantes perciben las cénicas conectadas con la

realidad, por ejemplo, que las drbitas planetarias son elipses, y afiade que se trata de un

! paises de los cuales se hara un analisis curricular, no exhaustivo, sobre la elipse.



conocimiento social (p. 121), es decir, que quizas lo han escuchado pero no justifican con
propiedades matematicas el por qué la trayectoria que siguen los planetas, es eliptica.

Por otra parte, Cruz & Marifio (1999) afirman que “dentro del estudio de la Geometria

analitica, se han presentado dificultades en la comprension de los contenidos relativos a las

secciones conicas” (p. 15), y argumentan que:
“(...) en los trabajos sobre educacion matematica para los alumnos que ingresan a la
educacion superior, se ha constatado que los conocimientos de los estudiantes se
limitan al aprendizaje de memoria de las ecuaciones que caracterizan a cada una de
las conicas, a la identificacion de sus elementos y a su busqueda algoritmica
empleando férmulas, sin demostrar haber interiorizado la relacion existente entre los
diferentes parametros que intervienen en las ecuaciones de las conicas y su
representacion grafica, ni el porqué de su definicion como lugar geométrico lo cual

limita la comprensién del alcance de las posibilidades de que disponen” (p. 15).

En la idea de darle un contenido més geométrico a los tradicionales cursos de geometria
analitica, Contreras, Contreras & Garcia (2002) hacen una propuesta adecuada para
contrastar la geometria sintética con la analitica. En ella realizan diversas construcciones
sintéticas de la elipse como el método del jardinero, otras analiticas y sintético-analiticas.
Los autores afirman de dichas construcciones que son elementos motivantes y formadores
para los estudiantes de bachillerato, y que también algunos de los institutos de secundaria,
en Espafia, cuando se ensefia un curso de Geometria analitica, la elipse ni siquiera llega a
tratarse en clase, y que a lo més que se aspira en el desarrollo de la unidad es realizar un
estudio de la circunferencia, lo que concuerda con algunas instituciones educativas en
México y Colombia. Ademas en su investigacion, mencionan que debido al
desconocimiento de las cénicas en su totalidad, posteriormente trae consecuencias

negativas para los estudiantes en el primer afio de universidad.

En el mismo sentido, Santos & Espinosa (2002) disefian una construccion de tipo
geométrica que unifica las conicas (elipse e hipérbola) utilizando un software de Geometria



dinamica, es decir, que por medio de la definicion foco-directriz de las conicas se puede
representar las cénicas en una misma construccion geométrica dinamica, para

posteriormente estudiar sus propiedades.

Por su parte, Bussi (2005) desarroll6 un proyecto de investigacion denominado “maquinas
matematicas” (p. 9 a 13) donde muestra el desarrollo histérico de los significados de las
conicas, sefialando que el principal problema es relacionarlos en los diferentes afios o
tiempos. Histéricamente es un componente inevitable la construccion de significados, pues
el de cdnicas por siglos Ilamados secciones conicas, enfatiza que provienen de un cono,
pero, al objetivizarlas como el lugar geométrico que satisface la ecuacion de segundo grado
obtenida a partir de ciertas relaciones paramétricas, no es suficiente porque esto no da
informacion acerca del significado geométrico, de donde provienen, por ello es necesario
contrastar hechos histéricos de la elipse, de Apolonio con la geometria analitica de

Descartes.

En cuanto a la ensefianza de la Geometria analitica bajo un marco didactico que promueva
una mejor comprension de los conceptos geométricos, Carbajal (2013) propone un
acercamiento al estudio de la linea recta desde el punto de vista de lugar geométrico
tomando como marco didactico la didactica Cuevas-Pluvinage (2003), y apoyandose
fuertemente en el uso de las herramientas digitales como el Sistema Tutorial Inteligente
LIREC (Cuevas, 2003), asi como el desarrollo de un escenario interactivo virtual
interactivo (EDVI) para favorecer la comprension del concepto de linea recta, pendiente y
conceptos asociados. La didactica Cuevas & Pluvinage (2003) propone en uno de sus
puntos, que el estudiante es quien debe realizar la accién y construya el conocimiento de los

conceptos.

Por otra parte en Cantoral y Farfan (1998), desarrollan una aproximacion tedrica a la
didactica de las Matematicas de naturaleza epistémica, que supone un avance
constructivista de las mismas de tipo socioepistemoldgico con cuatro componentes en la
construccion de dicho conocimiento: su naturaleza epistémica, su dimension sociocultural,

los planos de lo cognitivo, y los modos de la trasmision de la ensefianza. Aunque esta teoria



se basa en el pensamiento y lenguaje variacional, se considera que muchas de sus ideas
motrices pueden aplicarse a otros campos de la Matemética, como en el caso de la

ensefianza de la Geometria Analitica.

Actualmente, algunos textos de Matematicas disefian actividades didacticas como el de
Matematicas 11l de Cuevas (2013), el cual presenta una metodologia mas dosificada en el
tratamiento de la elipse, como lo propone la didactica Cuevas & Pluvinage (2003, p. 277),
bajo la siguiente secuencia: 1) Se visualiza la figura a partir de las diferentes aplicaciones
como: construcciones de la elipse por el método del jardinero, y la segunda ley de Kepler
que describe la trayectoria eliptica de traslacion de los planetas. 2) Se define la
elipse como cénica y lugar geométrico. 3) Se estudian los elementos mas importantes de la
elipse y sus propiedades. 4) Se demuestra de manera formal la ecuacion candnica de la
elipse y posteriormente la general. 5) Por Gltimo, se estudia la excentricidad en la elipse. La
importancia de llevar actividades dosificadamente, radica en la formacion del razonamiento
geométrico partiendo de la visualizacion de las figuras hasta llegar a definirlas
formalmente; segin Van Hiele, 1986, citado por Jaime & Gutiérrez (1990), en el caso de la
geometria, no es posible alcanzar un nivel de razonamiento geométrico sin haber superado
un nivel méas basico (p. 312); un caso particular de ello es cuando un estudiante halla la
ecuacion de una elipse de forma mecanica, sustituyendo solo valores numéricos y
realizando operaciones algebraicas, pero antes de ello no profundiza en las definiciones y
propiedades de la figura que conllevan a la demostracién de la misma.

Uno de los libros de texto més utilizado en México es la Geometria Analitica de Lehmann
(1989 décima tercera reimpresion y aparecio en 1942); que presenta problemas propios de
su antiguedad, y carencia del uso de tecnologias digitales que doten de dinamismo a los
objetos matematicos geomeétricos, ademas de una ausencia de un planteamiento didactico.
Por otra parte, los temas aparecen de manera légico-formal, lo cual confronta al estudiante
con su educacion anterior. Sin embargo, es un libro con un gran banco de problemas
graduados; donde se detalla la siguiente secuencia para el caso de la elipse: 1) Definicion
de la elipse formalmente como lugar geométrico. 2) Descripcion de los elementos de la
elipse. 3) Demostracion algebraica de la ecuacion que satisface el lugar geométrico de los



puntos sobre ésta. 4) Problema fundamental de la Geometria Analitica que consiste en el
planteamiento de una serie de ejercicios, donde se dan parametros de la elipse para hallar su
ecuacion, y viceversa. Esta presentacion coincide con los planes curriculares de educacion,
sin embargo, no se lleva una secuencia para la comprension conceptual, centrandose
exclusivamente en el desarrollo de ejercicios algebraicos; por lo tanto éste libro de texto de
gran nivel es, en el sentido did&ctico, un contragjemplo a la propuesta didéctica Cuevas &
Pluvinage (2003, p. 275) donde se establece que en lo posible se debe partir de una
aplicacion en contexto para la ensefianza de los conceptos. La inclusion de un contexto en
un problema matematico, segin Aebli (1995) asegura con frecuencia el interés de los
estudiantes, los cuales no se fijarian en el sdlo tratamiento tedrico del proceso del tema (p.
161).

En el libro de Sullivan (1997) “Trigonometria y Geometria Analitica”, aunque sigue siendo
un texto atractivo por las aplicaciones que presenta, también carece de una perspectiva
tecnoldgica digital y de un planteamiento didactico explicito. En este libro, se presenta una
breve introduccion sobre como construir la elipse por medio del método del jardinero, que
también se muestra en la mayoria de los libros de texto de Matematicas I1l, posteriormente
propone una serie de ejercicios de tipo operativo al igual que la Geometria Analitica de
Lehmann (1989), y ejercicios de aplicaciéon de la elipse en la vida real, como: el de la
galeria de los suspiros, la Orbita de traslacion de la Tierra, pero muchas de éstas son tareas
estereotipadas, es decir, aquellas que se ajustan exactamente a las formulas y teoremas
memorizados. La presentacion de algunos problemas en contexto de este libro causan
confusion, por ejemplo, el de la orbita de la Tierra alrededor del Sol, donde ilustran un
dibujo de cada 6rbita “cuasi” eliptica sefialando su afelio (distancia mas lejana del Sol a la
Tierra) y perihelio (distancia més cercana del Sol a la Tierra), de una forma muy excentrica
0 mas “ovalada”, siendo que realmente esta Orbita es casi circular. Ademas, los problemas
en contexto se presentan al final del desarrollo teérico y no desde un comienzo para

introducir el concepto.

Como se expuso anteriormente, la mayor parte del tratamiento de las cénicas en los libros

de texto de matematicas consultados, tienen las siguientes caracteristicas:



1. Los libros carecen de actividades o recomendaciones de uso de tecnologia digital
por medio de programas de geometria dinamica, que posibilitan a los objetos
geométricos presentados, un manejo dinamico.

2. No se explicita en ellos alguna propuesta didactica que promueva una mejor
comprension de los problemas.

3. Su presentacion muchas de las veces es de corte logico-formal en las matematicas,
lo que hace que sean textos para el docente y no para el estudiante.

4. No se utilizan los problemas en contexto para introducir las diferentes definiciones,
dejando estos Ultimos para el final del capitulo como problemas de aplicacion
propuestos, que por los tiempos ajustados de los programas de estudio, casi hunca
se tiene el tiempo para exponerlos y analizarlos.

5. La presentacion de los temas tiene una fuerte carga algebraica que demerita la parte
geométrica, y que empobrece la visualizacién de ésta, lo cual desequilibra el
registro de representacion geométrico, devaluando, segun el marco didactico, la

comprension del concepto matematico.

El problema de la presentacion en la mayoria de los libros de texto de Geometria Analitica
radica en el empobrecimiento geométrico, debido a que el planteamiento de ejercicios y
problemas es de tipo algebraico. Este problema es comun en muchos paises, y concuerda
con Contreras, Contreras & Garcia (2002, p.114), quienes sefialan que en Espafia el
tratamiento que se observa en los textos es de tipo analitico exclusivamente, y no

encuentran explicacion para tal comportamiento.

1.2. Laelipse en el curriculum educativo
Actualmente, estudiar las curvas conicas se considera importante, no sélo por las

aplicaciones que tienen en el mundo real dentro de: la arquitectura, la fisica y la ingenieria;
y en la elaboracién de modelos matematicos econdémicos?, modelos matematico-
astronémicos, instrumentos tecnolégicos (navegacion, medicina, relojeria, etc.) entre otras,
sino porque académicamente, contribuyen a la formacion matemaética de los estudiantes

universitarios, como una parte fundamental del desarrollo conceptual de la matematica y en

2 http://es.wikipedia.org/wiki/Curvas de indiferencia
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particular del precélculo, como se puede verificar en los planes curriculares de educacion
Nacional en México, como CCH-UNAM (2013) de la Universidad Nacional Autébnoma de
México (UNAM),el curriculo de la Secretaria de Educacion Pablica SEP (2013) (ver anexo
I y 1), y también otros paises como en el Ministerio de Educacién Nacional MEN de
Colombia (2006, p. 88).

Los cursos de Geometria Analitica en México, se encuentran en el programa de estudios
nacional de preparatorias en Matematicas Ill. En particular, el programa de estudios de
Matematicas del I11'y 1V semestre del CCH-UNAM (2013, p.p. 64-65) (ANEXO 1) aborda
el estudio de las conicas. Para el caso de la elipse, los objetos de aprendizaje son: la
propiedad bifocal que define la elipse como lugar geométrico, presentacion de sus
elementos, y deduccién de la ecuacion formal de ésta, culminando con la resolucién de
problemas aplicados. El programa ofrece una serie de estrategias que permiten iniciar desde
la visualizacién, reconocimiento y construccion de la elipse (nivel 1 de Van Hiele); sin
embargo, en un sondeo realizado a profesores de matematicas del CCH, comentan que
algunas estrategias del curriculo no son consideradas, y que su modo de ensefianza es dar
una definicion de elipse como lugar geométrico tomada de algun libro de Geometria
Analitica, y luego centrarse en el desarrollo algebraico de su ecuacion a partir de algunos de
los elementos de la gréfica, y viceversa. Aun prevalece el planteamiento operativo que se
propone como dos problemas fundamentales de la Geometria analitica (Lehmann, 1989)
que consisten en dar la ecuacion, para interpretarla graficamente, y luego hacer su
operacion inversa. A pesar de que en esta institucién se promueve el uso de la tecnologia
por medio de programas de geometria dindmica, no es de uso comun por parte de la mayor
parte de los docentes. Otra dificultad es el tiempo académico, en donde la acumulacion de
contenidos hace casi imposible completar un programa de estudios, por lo que un
comentario comun entre los docentes entrevistados es: “no es suficiente el tiempo de clase
para llegar a elipse, solo alcancé hasta pardbola...”, ademas, la ensefianza se vuelve
descontextualizada al dejar las aplicaciones para el final de las clases, en cuanto el tiempo
escolar lo permita. Corroborando lo anterior Contreras, Contreras & Garcia (2002, p. 114)

enfatizan que en el segundo curso de bachillerato en Espafia, aparece la unidad con el tema



de las conicas, el cual no se alcanza a completar en muchas instituciones educativas como
lo establece la planeacidn curricular; generalmente, se logra llegar hasta el estudio de la
circunferencia, generando consecuencias un tanto negativas en los estudiantes, que pasan

de bachillerato a una formacion universitaria.

Analizando el programa de la Secretaria de Educacion Pablica de Meéxico (SEP, 2013), la
asignatura de Geometria Analitica de la materia de Matematicas Ill, se desarrolla en siete
blogues, siendo el daltimo la “aplicacion de los elementos y ecuaciones de la elipse” (p. 9)
(ver anexo Il). El tiempo estimado para desarrollar el bloque V11 es de aproximadamente 12

horas, y sugiere los siguientes subtemas como logros escolares:

e La Identificacion de los elementos asociados a la elipse
e El reconocimiento de la ecuacion ordinaria y general de la elipse
e La aplicacién de los elementos y ecuaciones de la elipse, en la solucién de

problemas y/o ejercicios de su entorno, (p. 40)

Por lo tanto, los elementos claves de aprendizaje para este bloque son: 1) elipse, 2)
elementos de la elipse, 3) ecuacion ordinaria horizontal y vertical con centro en el origen y
fuera de esta, 4) ecuacion general de la elipse. Una de las competencias a desarrollar es
“utilizar las tecnologias de la informacion y comunicacion para procesar € interpretar cada
concepto aprendido y mencionado por el profesor” (SEP, 2013, p.40). Para ello también se
propone que el docente cumpla con el rol de facilitar el proceso educativo al disefar
actividades significativas integradoras, que permitan vincular los saberes previos del
alumnado con los objetos de aprendizaje, asi como propiciar el uso de las TIC y utilizarlas
de forma eficiente. Como material didactico se sugiere la utilizacién de un organizador
grafico, problemarios, software para presentaciones electronicas y software educativos
(SEP, 2013, p. 42). Lamentablemente el rol del maestro sefialado por muchas instituciones
educativas, no contemplan el uso de las TIC, y se desconoce el manejo de software de
geometria dindmica. A esto se afiade el “factor tiempo” que no permite que se desarrollen

todos los temas propuestos desde el inicio del afio escolar.
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El estudio de la elipse en la mayoria de las instituciones de preparatoria sigue los
respectivos planes curriculares analizados anteriormente, pero enfocados a una ensefianza
tradicional en la que se acude a la definicion que los textos contienen; segun Aebli (1995,
p. 160) “la ensefianza escolar toma de los libros conceptos objetivizados, es decir, aquellos
que son inteligibles para los estudiantes, evocan en su pensamiento representaciones
precisas, Yy construyen con ellos una imagen adecuada de la realidad”, sin embargo, no se
atiende mucho a la accion propiamente dicha, es decir, no hay una interiorizacion a traves
de actividades didacticas que le permita al estudiante tomar una aptitud activa, donde sea €l
mismo quien realice la accidn y construya las diversas definiciones del objeto matematico.
Este tipo de ensefianza tradicional planteado en muchas de las instituciones educativas, se
concentra en las ecuaciones de una curva conica relegando la parte geométrica, provocando
una prematurizacion algebraica que sigue un proceso enfocado a la transmision de
conocimientos terminados bajo una perspectiva formal u operativa, en el cual el docente es
quien guia, transmite, y delega de manera pasiva los contenidos al estudiante, y éste
aprende de memoria un conjunto de conceptos y formulas carentes de sentido para €l
mismo. Un cuadro tipico de esta ensefianza se ilustra cuando el profesor elabora contenidos
y los expone en clase a través de una serie de conceptos que el estudiante recibe de manera
pasiva mientras observa atento al pizarron, la responsabilidad del estudiante por tanto, recae
en repetir por imitacion el procedimiento algoritmico que ha visto ejecutarse, y aplicarlo
una y otra vez en los ejercicios que el profesor propone al terminar la clase. Por lo tanto, se
requiere involucrarlos en un proceso activo de construccion de su propio conocimiento, ya
que como afirma Piaget, la accién por parte del educando, es el elemento fundamental en el

proceso de ensefianza y aprendizaje (Citado por Cuevas & Pluvinage, 2003).

De acuerdo con lo anterior, es necesario disefiar un conjunto de actividades didacticas
aplicable en cualquier institucion educativa, por lo que debe regirse al curriculo y hacer uso
de las TIC, que permitan una mejor comprension de los conceptos geométricos, y un

aprendizaje significativo en el tiempo escolar estimado.

La razon por la cual se escogio la elipse como entrada en la propuesta sobre las demas

figuras conicas, radica en las siguientes reflexiones:
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1.3. Reflexiones sobre laimportancia de la elipse
La primera estrategia basada en la didactica Cuevas & Pluvinage (2003) establece

introducir un concepto matematico mediante un proyecto de accion préactico, es decir que el
estudiante construya el conocimiento y que sea €l mismo quien tome una aptitud activa
desarrollando acciones dirigidas por medio de la didactica, a partir de una aplicacion en el
mundo cotidiano. Por dicha razén, al inicio del desarrollo del tema de elipse, se presenta
brevemente la importancia de la elipse a lo largo de la historia y algunas de sus aplicaciones

mas relevantes.

La elipse es una de las curvas mas interesantes de la geometria analitica, por las enormes
aplicaciones de la misma en diferentes ramas de la ciencia (astronomia, arquitectura, éptica,
medicina, entre otros) que ha sido estudiada desde los antiguos griegos. Esta curva tuvo
gran importancia en la antigua Grecia aproximadamente en el afio 350 a. d. C. porque
surgio del planteamiento que hizo Menecmo como solucién al problema de duplicacién del
cubo (Heath, 2006), y a partir de alli fue de gran interés para gedmetras como: Aristeo,
Euclides, Arquimedes, y Apolonio quien tuvo el valor de formalizarla como curva conica y
escribir 8 libros para el tratamiento exclusivo de éstas, llamado Conicas de Apolonio,

siendo él quien le dio el nombre de elipse a dicha curva (Boyer, 1956, p.p. 22, 24).

Boyer (1956, p. 30) expone que el material en las conicas de Apolonio es remarcablemente
extensivo e incluye las numerosas propiedades en estas curvas haciendo referencia a la

parabola, elipse e hipérbola.

Una de las propiedades de la elipse es la reflexion, en la cual un rayo u onda que emana de
un foco de la elipse, se refleja en ella hacia el otro foco (De Oteyza, Lam, Hernandez,
Carrillo, Ramirez, 2001, p. 492). Esta propiedad se presenta en diversas aplicaciones como
en la medicina, acustica, arquitectura, y es incluso fuente de actitudes supersticiosas en
algunas capillas, como la del desierto de los Leones en México. A continuacion se

mencionan algunas de las aplicaciones de la elipse, en diversas ciencias:

En la medicina se ve aplicada en un procedimiento médico denominado litotricia, que

utiliza ondas de choque para romper calculos que se forman en el rifion. Para llevarlo a
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cabo, se maneja un dispositivo llamado litotraptor (Figura 1) el cual consiste en un medio
elipsoide lleno de agua que se sitla pegado al cuerpo del paciente; en el foco de esta
elipsoide va posicionado un electrodo generador de ondas de choque, y el otro foco se ubica
ddnde estan los calculos renales, de modo que las ondas de choque rebotan con la superficie
reflectora de la media elipsoide convergiendo hacia al otro foco, desintegrandolos

finalmente.

Electrodo

Figura 1. Litotraptor

En la acustica, existen antiguas construcciones como la basilica de San Pablo en Inglaterra,
el salon de las estatuas del capitolio de Washington D.C., el tabernadculo mormén en Salk
Lake City, y la galeria de los susurros o capilla de los secretos en el desierto de los Leones
en el Distrito Federal de México (UCNCIMix, 2009). Estas construcciones tienen en comdn
una cupula de forma semi-elipsoide, que visto por un corte transversal se aprecia una
elipse; si una persona situada en un foco habla murmurando, sélo puede ser escuchado por

otra persona situada en el otro foco.

En la Astronomia se marcé un gran hecho en la historia de la ciencia y el mundo, con la
aplicacion de la elipse para describir la trayectoria de las Orbitas planetarias alrededor del
Sol. Este hecho de mayor trascendencia planteado por Johannes Kepler (1571-1630)
revoluciono el pensamiento astrondmico y cientifico que se tenia hasta ese momento sobre
la dinamica de los cuerpos celestes, derrocando el modelo geocéntrico de Ptolomeo que
perduro por varios siglos. La siguiente ley enunciada por Kepler presentada a continuacion

no pudo llevarse a cabo sin la ayuda de las observaciones de Tycho Brahe (1546-1601):
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“Johannes Kepler cuando estudiaba el movimiento de Marte, al aplicar el modelo
de Copérnico de orbitas circulares alrededor del Sol, observd que los célculos
discrepaban ligeramente de la posicion real del planeta en el firmamento. Asi que
intentd ajustar la oOrbita a otras curvas y finalmente, encontré que la elipse se

ajustaba maravillosamente a ella” (De Oteyza et all, 2001, p. 492)
Asi encontrd su primera ley de movimiento que dice:

“Cada planeta describe una orbita eliptica alrededor del Sol, siendo el Sol uno de

sus focos”. (Hewitt, 2004, p. 192).

En la arquitectura, una de las construcciones mas impresionantes en forma eliptica fue el
coliseo romano y la Plaza de San Pedro en Roma, construidos en el siglo |1 y XVII
respectivamente, los cuales fueron considerados como dos de las mas grandes

construcciones en el mundo y que en comun tienen forma eliptica (Figura 2):

Figura 2. Plaza de San Pedro y Coliseo Romano-Ciudad del VVaticano, Roma.

Existen muchas mas aplicaciones referentes a la elipse, y a consideracion personal se
escogid el movimiento planetario, por su trascendencia y utilidad para estudiar algunas

caracteristicas de la elipse como la excentricidad.

1.4. Pregunta de investigacion y propuesta didactica
Hemos expuesto la problematica sobre los subtemas que tradicionalmente se abordan en la

ensefianza de las conicas, y particularmente de la elipse tanto en libros de texto como en los
planes curriculares educativos. La falta de una planeacion de actividades en los temas de
Matematicas y el no uso de herramientas tecnoldgicas acompafiado de una didactica en la
ensefianza de las conicas, ha llevado a plantear el siguiente cuestionamiento y propuesta

gue constituye la pregunta de investigacion de este trabajo:
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¢ Como introducir una curva conica mediante el empleo de la tecnologia digital, dentro

de un marco didactico para promover una mejor comprension?

Teniendo en cuenta los planes curriculares y secuencia de los libros de texto, una ruta
cognitiva para la ensefianza de las conicas que sigue el presente trabajo de investigacion es

la siguiente:

1) Iniciar con la definicion de lugar geométrico de la conica, la cual se puede hacer de
varias formas, sin embargo mediante una investigacion, entrevista a docentes, consulta
de programas curriculares y libros de texto en uso, se concluye que la definicién mas
usual es:

Para el caso de la pardbola es la de foco-directriz, como el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de una recta | llamada directriz, a un punto F exterior a ella.

Para la elipse e hipérbola la definiciéon mas usual es la bifocal, como el lugar
geométrico de los puntos tal que la suma de sus distancias a dos puntos fijos sea
igual a una constante (caso de la elipse) y el lugar geométrico de los puntos tal que
la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos sea una constante (caso de la

hipérbola).

Para la construccion de la definicion de lugar geométrico de una cénica, no se debe caer en
la metodologia de la ensefianza tradicional, como por ejemplo: para la parabola, se parte de
la definicion formal como el lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta |
llamada directriz, a un punto F exterior a ella, lo cual es una definicion clara y “objetiva”,
es decir segin Aebli (1995) aquella definicién elaborada y redactada de una manera precisa
y formal, en la cual el estudiante no interioriza o construye las diferentes definiciones, sino
que las aprende de memoria. En consecuencia, se refleja un alto indice de reprobacion y el
poco conocimiento conceptual en estudiantes de preparatoria y universitarios, como en el
caso del Centro Universitario UAEM Valle de Chalco, que segin Gonzalez (2010) los
indices de reprobacion de Matematicas para el 2010 de un curso de precélculo (donde se ve
Geometria Analitica) y de Calculo diferencial, fluctGan entre el 75% y 85%.
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2) Se plantea de inicio un proyecto de accién practico o concreto, en el que la definicion
de la respectiva conica sea construida a partir de una aplicacion, por ejemplo: para el
caso de la pardbola puede ser un lanzamiento parabdlico en baloncesto, la trayectoria
del agua en una determinada fuente; para el caso de la elipse puede ser la construccion
de un jardin o vitral por el método del jardinero, o el movimiento planetario; y para la
hipérbola la construccion de la estructura externa de una planta nuclear, o el
movimiento de un cometa. Lo anterior también sirve para visualizar la respectiva conica
como un primer nivel de pensamiento geométrico establecido por el modelo de Van
Hiele (Jaime & Gutiérrez, 1990)

A diferencia de la ensefianza tradicional la cual deja las aplicaciones para lo ultimo, en las
actividades propuestas, se parte de un problema en contexto como lo sugiere la didactica
Cuevas & Pluvinage (2003). Esto es importante en la medida que se aprecia la parte
funcional de los objetos matematicos, es decir, segin Aebli (1995) el conocimiento puede
resultar interesante por si mismo al saber como funcionan o se hacen algunas cosas, a partir

del uso de la matematica.

De acuerdo al marco didactico, es importante que el estudiante siempre realice la accion a
través de las actividades. Para lograr la accién individual en un grupo de estudiantes, se
hace uso de la tecnologia donde el estudiante adquiere una aptitud activa al poder mover y
modificar objetos geométricos, e interactuar con escenarios que se pueden desarrollar en
un software de Geometria dindmica, como ejemplo para la elipse: el estudiante puede
realizar el trazo de ésta, simulando el método del jardinero, y siendo guiado por la didactica
establecida en las actividades, logre construir las ideas referentes a la definicion del lugar
geométrico de la elipse de una manera activa, y no verbal como se hace en la ensefianza

tradicional.

3) A partir de la construccion de la figura conica, se identifican elementos que caracterizan
dicha curva, como focos, centro, vértices, y luego elementos mas particulares de cada
conica, asi como algunas de sus propiedades mas representativas y parametros, como lo

sugiere el nivel 1l de analisis de Van Hiele (Jaime & Gutiérrez, 1990)
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4) Después del estudio de los elementos de la conica, y a partir de su construccion
geométrica, se definen variables en el plano cartesiano, y se construye algebraicamente
la ecuacion que modela dicha curva. Es necesario para ello guiar al estudiante en los
diferentes procesos algebraicos necesarios para demostrar la ecuacion, y ejercitar
operacionalmente en los diversos registros de representacion gréafico y algebraico, a
través de la operacion inversa propuesta en la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), en
la que dada la ecuacién o condicion algebraica, el estudiante debe hallar los elementos
de la conica para posteriormente graficarla, y viceversa. En esta fase se pretende
desarrollar un nivel 1l de clasificacion de Van Hiele (Jaime & Gutiérrez) en la que el
estudiante sigue demostraciones y establece relaciones entre la ecuacion de la cénica y

su representacion grafica.

La construccion algebraica de la ecuacion de una cénica no se debe limitar al aprendizaje
memoristico de éstas, asi como en la metodologia tradicional donde el estudiante toma una
aptitud pasiva, enfocandose a trascribir lo que el profesor realiza en el pizarrén. Sin
embargo, no se niega la potencialidad de los métodos algebraicos en las conicas, pues éstos
son la esencia de la Geometria Analitica del legado de Descartes, pero el resolverlos sin
profundizar en el registro geométrico, explorando las propiedades de las curvas conicas,
podria traer como consecuencias obedecer a patrones establecidos, formulas sin sentido
donde el estudiante solo sustituye valores numéricos, y los objetos matematicos se tornan
ausentes en contextos de aplicacion. Por lo anterior muchos estudiantes tienen la creencia
de que resolver problemas de Matematicas significa memorizar férmulas, hacer
operaciones puntuales y manipular signos que para ellos carecen de significado,
despreciando y marginando hasta donde sean posibles los conceptos y significados

precisos.

En resumen, la propuesta de investigacion planteada encierra los mundos de la Matematica,
la didactica y la tecnologia digital; donde el tema de matematicas que se desarrolle sera
mediado por el uso de la computadora en actividades guiadas por cuestionarios e

indicaciones del docente, enmarcadas en un programa didactico especifico.
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La importancia de disefiar un conjunto de actividades bajo un marco didactico radica en
promover una mejor comprension de los conceptos matemaéticos, y en este caso, la
didactica Cuevas & Pluvinage (2003) propone una serie de puntos, en los que menciona
que el estudiante es quien debe realizar siempre la accion por medio de ejercicios
dosificados, hasta llegar a construir las diferentes definiciones que forman determinado
concepto matematico. Existen diversos trabajos de investigacion donde se disefian
actividades haciendo uso de la tecnologia, bajo el marco de la didactica Cuevas &
Pluvinage (2003), como se puede ver en Betancourt (2009), Gonzélez (2010), Rodriguez
(2012), Carbajal (2013), etc. En Gonzalez (2010), se implement6 el uso de Escenarios
Didacticos Virtuales Interactivos (EDVI), bajo la didactica, concluyendo que “en la
experiencia didactica, resulta atractivo y motivador para los alumnos, el resolver un
problema real e ir construyendo las ideas y conceptos matemdticos” (p. 76); por otra parte
Carbajal (2013) hizo uso del software LIREC enmarcado en dicha didactica, concluyendo
que ésta promueve una mejor comprension en los conceptos geomeétricos, particularmente

en el caso de la recta como lugar geométrico.

Por el grado de exigencia que hay en un proyecto de tesis de maestria, se pondrd como
ejemplo introducir la elipse en un entorno digital interactivo apoyado en la didactica
Cuevas & Pluvinage (2003). La forma de ensefianza de la elipse se resume en los cuatro
pasos anteriores de la ruta cognitiva propuesta, que también puede ser utilizada para la

ensefianza de cualquier otra conica.

1.5. Objetivo
o Disefiar una propuesta para la ensefianza de conceptos matematicos en la Geometria

Analitica apoyada en las tecnologias digitales dentro de un marco didactico, que
promueva un mejor equilibrio entre el pensamiento geométrico y el algebraico. En
particular, desarrollar una serie de actividades didacticas para promover una mejor
comprension de la curva conica elipse, como ejemplo del estudio de las demas figuras
cénicas en el aula, apoyadas en la didactica de Cuevas & Pluvinage, el modelo de los
niveles de pensamiento geométrico de Van Hiele, y el uso de software de Geometria

dinamica.
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Capitulo Il. Marco didactico, computacional y conceptual
En este capitulo se presentan las principales caracteristicas de la didactica de Cuevas &

Pluvinage, y el modelo de Van-Hiele utilizados en el disefio de las actividades. Se aborda la
evolucion de la didactica a lo largo de la historia con los postulados de algunos de los
maximos representantes de las diferentes escuelas de la psicologia del aprendizaje como la
activa, Piagetiana y de Hans Aebli, culminando de esta forma con la didactica para la
ensefianza de las matematicas de Cuevas & Pluvinage, y posteriormente con los niveles de

Van Hiele que muestran el desarrollo de un pensamiento geométrico

En el marco computacional se analiza cada una de las dimensiones de las TIC enfocadas
hacia el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, asi como el uso de un buen
software educativo. Por (ltimo, se presentan algunas consideraciones matematicas de
algunos conceptos de la elipse, elementos, caracterizaciones y aplicaciones relevantes,

necesarias para el desarrollo de las actividades.

2.1. Teorias del aprendizaje y evoluciéon de la didactica
(...) Si bien, no es posible decir cual es la mejor forma de ensefiar, si cual no es la

adecuada. Cuevas.

2.1.1. La ensefanza tradicional

Una de las formas tradicionales de conducir un curso de matematicas, consiste en que el
docente realiza la mayor parte de la actividad en clase ilustrando con problemas y su
resolucion cada uno de los temas. Iniciemos ilustrando nuestra situacion actual con base en
afirmaciones dadas por Cuevas (2003) y Cruz & Marifio (1999), en la ensefianza de las

matematicas con una obra de teatro: una clase tradicional de geometria analitica.

Un salon tradicional, cuatro paredes y una puerta, con un pizarrén al frente en el cual, de

espaldas al grupo, se encuentra un maestro.

-Maestro: Una elipse es un lugar geometrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una

constante mayor a la distancia entre los dos puntos
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(Se escucha un murmullo, como un ligero coro que acompaiia el enunciado...)

El maestro, ilustra en el pizarrén lo dicho, con una figura en forma de elipse y continla
escribiendo....La elipse tiene los siguientes elementos (en seguida los ilustra en la figura
dibujada en el pizarron, y empieza a mencionar el significado de cada uno de ellos, como
focos, vertices, eje focal y normal, cuerda focal, distancia focal, eje mayor y menor, entre

otros).

-Estudiantes: Por favor maestro no borre la gréfica, y por favor repite de nuevo lo que

significa cada uno de ellos, porque vas muy rapido.

2 2
: L : X : :
-Maestro: Las ecuaciones candnicas para la elipse son _2+le si es una elipse
a
2 2

. . . . . X7y .
horizontal, pero si es vertical entonces la ecuacion sera b—2+—2=1 y la formula que
a

relaciona a (longitud del semieje mayor), b (longitud del semieje menor) y ¢ (distancia del

centro al foco) es: a” =b* —c?

(EI maestro voltea para ver de reojo el comportamiento del grupo y continda escribiendo y
hablando. Los estudiantes, acostumbrados a este tipo de ensefianza, empiezan a repetir

2

mentalmente o en voz baja “equis al cuadrado-entre a al cuadrado....” confiando que
mediante esta repeticion verbal, llegaran a aprenderse de memoria la esperada férmula en

el curso de matematicas).
-Maestro (con voz cansada): Veamos ahora un ejemplo.

Si tenemos que la longitud del semieje mayor de una elipse horizontal es a=5 vy la

distancia del centro al foco es ¢ =4. Hallen la ecuacion candnica de dicha elipse.
El maestro acompafia con su voz lo que escribe, y continla:

Sustituimos los valores de a=5 y b, valores en la formula anterior, pero como no tenemos

2

b, entonces usamos la férmula de a’=b*+c®, despejando b, tenemos

b=+a’—c? =5 4% =9 =3. Luego, la ecuacion seria:
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2 2
X_+y_ =1
25 9

-Maestro: Ahora hagan Uds. el siguiente ejercicio:

Hallar la ecuacién de la elipse vertical que tiene un semieje mayor de 10 unidades, y un

semieje menor de 6 unidades. ¢Quién quiere pasar a hacer un ejercicio?
(...Se escuchan murmullos del grupo de estudiantes, y se para un estudiante)
Estudiante: Maestro, no vaya a borrar la formula, por favor.

Fin de la obra.

Probablemente, muchos docentes coincidentemente se identifiquen con el anterior ejemplo,
el cual refleja un proceso de la ensefianza tradicional, que consiste en que el estudiante sélo
repite y memoriza las formulas e imagenes del pizarron. Como se detall6 en el ejemplo, el
problema se centra en encontrar la formula adecuada y sustituir los valores numéricos
dados, demeritando la definicion del objeto geométrico y el estudio de sus propiedades, que
si bien fueron dadas por el maestro, se hizo de una forma verbal y objetivizada, es decir
segun Aebli (1995) de forma ya elaborada, que evitan que el estudiante reflexione y

construya el concepto.

Como se puede apreciar, la ensefianza tradicional, basada en la didactica “sensorio-
empirista” consiste en que el estudiante, al ver las imagenes en el pizarrén, las registre y
con ello pueda repetir el proceso. Esta didactica tiende hacia la construccion de habitos en

el estudiante, y no hacia la comprensién del concepto.

En el ejemplo, también se observa la repeticion verbal de las definiciones, que como un
reflejo, constituye el llamado “héabito sensorio-motor” o dicho de otro modo, las palabras
constituyen asi los signos, solo que carentes de significado. La ensefianza sensorio-
empirista conduce a una educacion rutinaria, incomprensible y compleja, ademas, presenta
la matematica como algo ajeno a los intereses del estudiante (Cuevas & Pluvinage, 2003).

Por todo ello, la matematica se le muestra al estudiante, mas como obstaculo que como una
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necesidad, la cual no le es util para explicar el entorno en el que vive, impidiéndole

enfrentar situaciones imprevistas en las que pudiera aplicar su conocimiento.

El marco didéctico sensorio-empirista, marca al estudiante como un espectador pasivo,
donde el maestro es quien delega y da los conceptos ya elaborados. En efecto, el
surgimiento de la escuela activa, en el siglo XIX, resaltd la importancia de la actividad
efectiva del individuo en el proceso del aprendizaje, mostrando lo ineficiente del marco
didactico sensorio-empirista, pues ante un estimulo sensorial, existe una respuesta motriz

en el individuo que no es pasiva, sino que por el contrario es dinamica.

2.1.2. Escuela activa

Después de la escuela tradicional surgié la escuela activa, que fundamenta la actividad del
educando como algo vital y de gran importancia para su aprendizaje. El individuo mismo es
quien efectia las acciones concretas (que posteriormente Piaget retoma como acciones
efectivas) para la adquisicion de los conceptos 0 nociones que se pretendan ensefiar. Sus
maximos precursores fueron: Dewey, Montessori, Decroly Claparéde, y Freinet (Chateau,
2001). En comun todos recalcan la importancia de que el educando realice la actividad y
tenga un grado de libertad al hacer las cosas, sin requerir de la autoridad del profesor al
dirigir completamente las acciones del estudiante, generando la posibilidad de que él

plantee su propio espacio hacia el descubrimiento.

La didactica Cuevas & Pluvinage (2003) toma como gran importancia este punto, y sugiere
que el estudiante sea quien siempre realice la accién siendo guiado por el maestro. Realizar
una accion no siempre se refiere un esfuerzo fisico, sino puede ser mental, por eso una
forma que el estudiante realice acciones es por medio de la resolucion de problemas, los
cuales se deberan plantearse gradualmente hasta llevar al estudiante al concepto deseado,

puesto que como dice Halmos:

El modo més efectivo para ensefiar matematicas es resolviendo problemas, desafiar
constantemente a los alumnos con problemas que estén justo al alcance de su mano
(Halmos, P. 1994. p. 851).
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Teniendo en cuenta lo anterior, el estudiante es quien debe adquirir una aptitud activa, y el
maestro ser un guia para él. El dirigir las acciones no se trata de dar 6rdenes sino de
suministrar al estudiante los conocimientos previos y pautas para poder llegar a los
conceptos. Halmos (1994) argumenta la importancia de que el individuo realice por si
mismo las acciones, y sugiere al maestro conducirse mas como un coach o entrenador que

como un “maestro”:

...considerar el papel de un maestro como el de un entrenador. Ciertamente, nadie
puede nadar por mi, nadie puede tocar el piano con mis dedos, y nadie puede
hablar francés por mi, pero alguien puede ahorrarme mucho tiempo si me ensefia

réapidamente el camino correcto (p. 850)

En seguimiento de la escuela activa, J. Piaget resaltd la accion como elemento fundamental
del pensamiento. Por otra parte, Hans Aebli propuso los cursos de accion como una forma
de ensefiar al estudiante, a partir de las acciones encausadas a la construccién de los

conceptos.

2.1.3. Teoria Piagetiana y de Hans Aebli

J. Piaget y Hans Aebli conformaron una escuela mas moderna. Para Piaget, “el elemento
fundamental del pensamiento es la accidén” (Piaget, 1947, citado de Aebli, 1995), pues cada
operacion matematica surge a partir de ella, es decir, para la adicion la accion de juntar
cantidades, la sustraccion de retirarlas, la multiplicacion de tomar repetidas veces una
misma cantidad; y la division, de retirar repetidas veces una misma cantidad total, o bien de

distribuir una cantidad total en un determinado niumero de partes iguales.

Por otra parte, Aebli (1995), menciona que antes de iniciar un determinado tema, el
profesor debe elaborar un plan o “curso de accion” donde sea el estudiante quien desarrolla
y construye los conceptos, y el maestro solo dirige de manera logica al educando,
suministrando problemas que puedan a su vez ser indicaciones, que proporcionen
elementos para que sea el mismo estudiante quien construya la solucion del problema. A

este principio Aebli le Ilamd el principio de minima ayuda.
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Pero ¢qué se puede plantear en un curso de accion para que el estudiante adquiera una
aptitud activa? Como ya habiamos mencionado, una forma que el estudiante se mantenga
activo y realice acciones mentales, es a través de la resolucion de problemas cuya idea
esencial en la ensefianza de las matematicas es que el alumno resuelva diferentes problemas
matematicos en los que se enfrente a una diversidad de situaciones, en donde sea necesario
analizar y evaluar numerosas estrategias en la solucién de éstas. Sin embargo, muchos de
los problemas resultan complicados para el estudiante por lo que sugiere Polya (1945)
métodos heuristicos, para subdividirlos en cuatro etapas que son: comprension del
problema, concepcion de un plan, ejecucién de un plan y visidn retrospectiva. Asi mismo
los esposos Van Hiele (Jaime & Gutiérrez, 1990), proponen para la ensefianza de la
Geometria, una serie de niveles jerarquizados en los cuales el estudiante aprende los

conceptos de manera dosificada.

Muchos de los planteamientos anteriores, provenientes de la principales teorias del
aprendizaje, son fundamentales en el planteamiento de la didactica Cuevas & Pluvinage

(2003), las cuales enmarcan el disefio de actividades del presente trabajo.

2.1.4. Modelo didactico Cuevas-Pluvinage

La didactica para la ensefianza de las Matematicas Cuevas & Pluvinage (2003), expone sus
ideas con base en la teoria Piagetiana, en Aebli, en Claparede, en Dewey, y en general de
casi toda la escuela activa; y también en aportes recientes como la de Duval y Brousseau.
Esta didactica se utilizo6 como modelo didactico para el disefio de las actividades del
presente trabajo, de acuerdo con las siguientes caracteristicas propias de la didactica
Cuevas-Pluvinage (2003):

La accion
El primer punto de la didactica de Cuevas y Pluvinage se refiere a la importancia de la

accion por parte del estudiante en el proceso ensefianza y aprendizaje.

En el aula de clase es importante que el estudiante esté ejecutando siempre una accion
mediante la resolucién de problemas especificos, gradualmente dosificados, y construya el
concepto deseado (Cuevas & Pluvinage, 2003, p. 275).
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Por ejemplo, para aprender la definicion de elipse como conica se puede partir del hecho
historico de formarla a partir del corte a un cono con un plano, de modo que el estudiante
después de realizar la accién puede interiorizar tales conceptos y ser consciente de la
relacion inherente que hay de la elipse con un cono, en este sentido se podria introducir
mediante las esferas de Dandelin (Schmidt, 1993). Otra forma, es mediante su definicion
como lugar geométrico realizada por medio de actividades interactivas en Geogebra, donde
el estudiante puede interactuar, y realizar acciones simuladas hasta el trazo de una elipse.
La accion podria permitir al estudiante adquirir una aptitud activa y no ser un simple

espectador en el aula.

Problema en contexto

Otro punto importante del modelo didactico es introducir un concepto matematico mediante
la resolucion de un problema en contexto de interés para el estudiante. Es muy comdn que
los estudiantes pregunten, ¢y esto para que me sirve....? Como se ha analizado en algunos
textos de matematicas, la forma particular de ensefianza, es dejar siempre al final del tema
las aplicaciones, y por los tiempos acotados en la ensefianza casi nhunca se cubren; siendo

que éstas son las que dan sentido a la parte funcional de las matematicas en la vida real.

Por ello es importante iniciar con un problema que plantee una situacién real, proponer
ejercicios que generen soluciones bajo una forma estructurada y coordinada, llegue a
designar el concepto matematico deseado (Cuevas & Pluvinage, 2003, p. 275). Un ejemplo
de como se planteara en las actividades de la elipse es el siguiente: para entender la
definicion de lugar geométrico de la elipse ligado con la realidad se puede proponiendo a
los estudiantes construir un jardin en forma de elipse utilizando el método del jardinero
(Figura 3), el cual consiste en clavar dos estacas en dos puntos fijos y a ellos unir un hilo de
mayor longitud a la separacién de las estacas. Luego se tensa el hilo con una tercera estaca
o marcador, de modo que al deslizarlo se obtiene el trazo de una elipse. Una vez realizada
la accion del trazo simulado, se pueden hacer mediciones de cada estaca fija a un punto
sobre la elipse, de modo que al sumar dichas longitudes se concluya que siempre es
constante para todo punto sobre la curva, lo cual define la condicion de elipse como lugar

geomeétrico.
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Figura 3. Construccion de la elipse por medio del método del jardinero

Segun Aebli (1995, p. 232) las aplicaciones decisivas de los conceptos que se transmiten en
clase tienen un lugar en situaciones de la vida real. El profesor debe plantear
constantemente a los estudiantes, cuestiones que les transmitan un punto de vista que
permita comprender el mundo. La inclusion en el contexto de una accion nos asegura
también, con frecuencia, el interés de los estudiantes que no se interesarian por el mero
tratamiento tedrico del proceso del tema (Aebli, 1995, p. 161). Por otra parte, Reeuwijk
(1997, p. 13) sefiala que los contextos y la vida cotidiana deberian desempefiar un papel
preponderante en todas las fases del aprendizaje y la ensefianza de las Matematicas, es
decir, no sélo en la fase de aplicacién, sino también en la fase de exploracion y en la de
desarrollo, donde los estudiantes descubren o aun mejor reinventan las Matematicas.

Luelmo (1997, p. 7) puntualiza:

“Las situaciones reales bien elegidas y adaptadas a los estudiantes, constituyen
un elemento motivador. Por tanto, los contenidos matematicos que en ellas
pueden aprenderse, no solo adquieren significado desde un punto de vista
intelectual, sino relevancia, en cuanto que se aplican a una situacion personal o
profesional interesante. El reto para el profesorado estriba, por tanto, en

seleccionar situaciones que movilicen emotiva e intelectualmente al alumnado™

En trabajos mas recientes donde se aplico la didactica Cuevas & Pluvinage, Betancourt
(2009, p. 161) concluye que: “de la experiencia didactica, resulta significativo para los

alumnos, ademas de motivante, el resolver un problema real e ir construyendo las ideas
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y conceptos del contenido matematico, en lugar de iniciar con definiciones y

teoremas ™.

Comprobar los resultados

Cuevas & Pluvinage (2003, p. 276) propone que una vez resuelto un problema, el
estudiante debe comprobar sus resultados, verificando que tengan un sentido Idgico, de

acuerdo con el problema planteado.

Dividir en sub-problemas

Aprender un concepto de forma objetivizada o ya terminada, evita al estudiante participar
en el desarrollo de procedimientos y acciones que le permitan construir el mismo. Por eso
es necesario, dividir el problema en sub-problemas que representen las operaciones
parciales hasta llegar a integrar nuevamente la solucién completa, por lo que un plan de
accion que dosifique los ejercicios ayudara al estudiante a llegar a la solucién o
construccion de los conceptos de forma coherente y ordenada.

Para entender el concepto de la elipse como ecuacién, fue necesario dividir el problema en
varias etapas, las cuales exigen un conocimiento previo para su demostracion, como la
semejanza de triangulos, completar el trinomio cuadrado perfecto, despeje de variables en

ecuaciones, resolucion de ecuaciones de segundo grado, entre otros.

La operacion inversa

Cada vez que se presenten las operaciones directas asociadas a un concepto, de ser posible,
se deben implementar ejercicios que representen a la operacion inversa asociada (Cuevas &
Pluvinage, 2003, p. 277). Para las actividades se plantean ejercicios del estilo de los dos

problemas fundamentales de la Geometria Analitica que son:

I Dada la ecuacion interpretarla geométricamente, es decir construir la grafica
correspondiente.

Il. Dada una condicion geométrica, o la condicion que deben cumplir los puntos de
la misma, determinar su ecuacion (Lehmann, 1989, decimotercera reimpresion,
p. 32)
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Un ejemplo en modo general para la elipse es: Dada la ecuacion canonica de la elipse, se
pide extraer los pardmetros a, b y/o ¢ y construir la grafica; el caso inverso es dada la elipse

gréficamente, obtener sus parametros y llegar a la ecuacion.

Diferentes alternativas de solucioén

Cuando se proponga un método de resolucién de un problema se debe intentar dar una
forma alternativa de solucidn, si esto no es posible, entonces no imponer una sola forma de
solucion. Este punto permite, a los estudiantes, la libertad de plantear sus propios métodos
de solucién (Cuevas & Pluvinage, 2003, p. 277). Por ejemplo Contreras, Contreras, Garcia
(2002) proponen una serie de construcciones sintético-analiticas a su criterio llamativas

para llegar a la ecuacién de la elipse.

Problemas dosificados

Elaborar los problemas de acuerdo con el principio de adecuacion dptima; es decir, que la
dificultad de los problemas sea gradual de manera que requieren del esfuerzo del estudiante
para fomentar su interés, pero no en exceso como para desanimarlo (Cuevas & Pluvinage,
2003, p. 277). Los niveles de Van Hiele se pueden reinterpretar bajo el presente punto de la
didactica, de modo que el disefio de actividades se puede dosificar en niveles, que

desarrollen un pensamiento geométrico jerarquizado.

Minima ayuda

El principio de minima ayuda consiste en dar al estudiante los elementos necesarios, para
que construya por si mismo las diferentes definiciones matematicas, mediante un serie de
indicaciones, sin que éstas sean demasiado directas. En el laboratorio el estudiante resuelve
los problemas pidiendo ayuda al profesor, el cual solo proporcionard la ayuda minima
necesaria tratando siempre de que sea el estudiante quien construya su conocimiento
(Cuevas & Pluvinage, 2003, p. 278).

Diferentes registros de representacién semiética
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Segun Duval (1998), es fundamental para el proceso cognitivo del pensamiento humano, el
poder visualizar un determinado concepto matematico en los diversos registros de

representacion que le sean propios, y asi mismo afirma:

La coordinacion de varios registros de representacion semidtica aparece asi como
fundamental para una aprehension conceptual de los objeto: es necesario que el
objeto no sea confundido con sus representaciones y que se le reconozca en cada

una de sus posibles representaciones (p. 176).

La didactica Cuevas & Pluvinage (2003) toma algunas de las ideas teéricas de Duval, y
sugiere que cada vez que se propongan problemas que apoyen la ensefianza de un
determinado concepto matematico, en un determinado sistema o registro, se debe plantear
actividades semejantes al mismo, en los diversos sistemas de representacion que le sean
propios, si la actividad lo permite (p. 280). En este sentido el uso de GeoGebra promueve
de manera importante el trabajo en los diversos registros, y de esta manera favorece la
conversion entre lo geométrico y algebraico. En el sentido de Cantoral & Montiel (2003), el
visualizar un objeto matematico (en tal caso una funcion) no es simplemente ver su gréfica,
sino es una forma de cémo aprende el estudiante, al llevar la informacion a su pensamiento
y en su lenguaje, lo cual requiere de la utilizacion de nociones matematicas asociadas a
diferentes registros de representacion como el grafico, numérico y algebraico, incluso el

mismo lenguaje comun para expresar sus experiencias vivenciales.

Analisis complejo del concepto

Plantea la necesidad de establecer problemas en donde el concepto recién adquirido sea un
elemento de analisis para un tema mas avanzado o complejo (Cuevas & Pluvinage, 2003, p.
280). Un ejemplo es que el estudiante use las definiciones adquiridas por medio de
actividades, y posteriormente sea capaz de aplicarlas para la interpretacion y solucion de

problemas reales.

2.2. Marco Computacional
La NCTM (2008) menciona que la tecnologia es una herramienta esencial para el

aprendizaje de las matematicas, en el siglo XXI, y todas las escuelas deben de asegurar que
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sus estudiantes tengan acceso a la tecnologia. Profesores efectivos, maximizan el potencial
de la tecnologia para desarrollar la comprensién en los estudiantes, estimular su interés e

incrementar su eficiencia en matematicas.

2.2.1. LasTIC
Segun Gonzalez (2010, p. 11), las tecnologias de la Informacion y comunicacion (TIC) son

aquellas herramientas, procesos y productos del conocimiento humano que en el momento
de estar en un determinado contexto permiten mejorar la informacion y la comunicacion
bajo la condicién de que con su uso se fortalezcan y desarrollen procesos cognitivos, es
decir, que contribuyan a que las personas se relacionen, colaboren y aprovechen su
capacidad de reflexionar logica y creativamente. Algunos ejemplos de estas tecnologias son
las redes sociales, correo electronico, navegadores, buscadores, los blogs, el podcast, la

Web o Internet, software educativo, etc.

De acuerdo con Santos (2004) un objetivo importante de la instruccién matematica es
proveer un ambiente adecuado para los estudiantes, en el cual tengan la oportunidad de
demostrar sus propias ideas sobre la manera de hacer frente a los problemas matematicos;
asi el profesor al utilizar alguna herramienta tecnoldgica, dispone de un medio para
presentar a los estudiantes distintos conceptos o procedimientos de una forma atractiva y
dindmica, promoviendo en ellos la reflexion, y el andlisis al trabajar de una forma
experimental, interactuando con objetos matematicos, construirlos, analizando

comportamientos, comprobar propiedades, hacer conjeturas, realizar simulaciones, etc.

Sin embargo, el uso de las TIC no sélo ofrece ventajas, ni se debe pensar que éstas
sustituyen al profesor solucionando todos los problemas en la educacion, por eso su
aplicacion es un hecho incuestionable en la medida que esta requiere de un marco
didactico. Las TIC introducen nuevos problemas como: notacion lineal, aproximacion
numérica, aproximacion gréafica, etc, que se debe tener un cuidado cuando se introducen en
el aula (Konold y Lehrer, 2008; Moreno y Santos-Trigo, 2008; Tabach, Hershkowitz,
Arkavi y Dreyfus, 2008; Yerushalmy y Chazan, 2008).
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A continuacion, se presentaran varios puntos que resaltan las ventajas y desventajas del uso
de las TIC.

Ventajas de las TIC

e Permite el aprendizaje interactivo y la educacion a distancia (Gonzéalez, 2010, p.
12).

e La utilizacion de las TIC en la ensefianza ofrece la posibilidad de promover
notablemente una nueva vision de las matematicas, porque esta tecnologia puede
permitir hacer de la ensefianza algo experimental y modelar fenémenos fisicos.

e La computadora puede ser una herramienta que permite un proceso dindmico de
generacion del contenido matematico (Tall, 1990).

e Promoverd aprendizajes significativos porque conseguird en los alumnos: una
mejor comprension de los temas; desarrollo de habilidades; autonomia; y

confianza en los aprendizajes (McFarlane, 2001)

Desventajas

e Existe un cierto analfabetismo computacional que hace que los maestros, vean con
desconfianza y temor el uso de las TIC. Esto hace que los docentes no puedan apreciar
su potencialidad como herramientas de aprendizaje McFarlane (2001). Sin embargo, se
deben promover el uso de herramientas computacionales, y vencer el temor a usarlas
para la ensefianza.

e Trabajar con las TIC implica muchos obstaculos técnicos imprevistos, como: equipo en
mal estado, problemas con el servidor local, problemas de red y problemas con la
comunicacion externa (Firewall). Los obstaculos y los problemas muestran la necesidad
de una planificacion cuidadosa, supervision de los recursos, en este tipo de cursos
(Gonzélez, 2010, p. 12).

e Numero limitado de computadoras disponibles y competencia de uso con otras materias

de la especialidad.
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Se percibe una opinion de profesores en contra de la utilizacién de la tecnologia, como
lo menciona Antolin (2008), “muchos docentes me han manifestado su preocupacion y
temor de que estas tecnologias los estén rebasando, ya que no solo la saben manejar,
sino que en su vida cotidiana se han convertido en simples objetos de consumo, sin una
finalidad educativa”.

Ensefiar con computadoras, sin prever el grado de avance de los estudiantes en clase,
incrementa la complejidad de gestién en clase. Lo cual origina estrés tanto en el
estudiante como en el maestro.

Desestimar la destreza operativa.

Darle demasiado crédito y fiabilidad a sitios en la red.

Apoyar la ensefianza con las TIC, sin un disefio previo de la actividades, previendo en
el contrato didactico la participacion de las mismas; puede traer mas desconcierto que
beneficios.

Es un doble reto para los sistemas educativos en los paises en desarrollo, pues ademas
de incorporar las TIC a la escuela a través de un uso apropiado para la ensefianza y el
aprendizaje, se debe afrontar el hecho de que la mayor parte de los docentes y de los
alumnos no posee las competencias informaticas basicas.

Distracciones, dispersion, pérdida de tiempo, informaciones no fiables, aprendizajes
incompletos y superficiales, vision parcial de la realidad, ansiedad y dependencia de los
demas.

Necesidad de un disefio cuidadoso de programas académicos que incluya interacciones

con otras asignaturas y el uso de la computadora (Tall, 1990).

Como se puede apreciar, las desventajas son factores que se pueden controlar, y evitar que

opaquen el uso de las tecnologias para la ensefianza-aprendizaje.

2.2.2. Software educativo

Las Nuevas tecnologias de la informacion traen grandes ventajas cuando se utilizan

adecuada y correctamente; es por esto que nace la necesidad de realizar capacitaciones, en

pro de actualizar el modelo del conocimiento con base en las herramientas de las TIC

enfocadas en el computo. De acuerdo con Cuevas (1998, p. 274) la computadora es en este
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contexto es un medio y no un fin, por ende es una herramienta que auxilia a realizar diversas
tareas dentro del complejo mundo de la ensefianza de las matematicas. Para la ensefianza de
cierto tema no se puede usar cualquier software educativo, éste se debe adaptar a las
necesidades y propositos especificos, y por dicha razén se cuestiona lo siguiente: ¢Qué
caracteristicas debe tener un buen software educativo? ;Que software educativo cumple con

muchas de esas caracteristicas para poder introducir una cénica en el aula?

A continuacion se dard una respuesta a estos interrogantes, con base en las sugerencias de

Mochon (2006) e investigaciones alusivas al uso de software de geometria dinamica.

Caracteristicas de un buen software educativo

Saber las caracteristicas de un buen software educativo permite escoger el mas apropiado
para el uso de la ensefianza de las matematicas. Mochdn (2006), menciona que un software
educativo debe ser dinamico, interactivo, exploratorio, abierto, universal, no denso,

concentrado, social, didactico y guiado

Dinamico se refiere a la accion, movimiento y cambio; interactivo a que el ambiente no sélo
proporcione informacion, sino que también la reciba; exploratorio a la capacidad de procesar
la informacién y devolver una respuesta; abierto a la capacidad del ambiente de ser utilizado
en distintos modelos didacticos; universal a la independencia de un periodo o grupo
especifico; que no sea denso a lo conciso de los textos (ayuda, informacion, etcétera) y a la
presentacion de componentes necesarios en la interfaz; concentrado al tratamiento desde
varias perspectivas de una o dos ideas; social a la capacidad de fomentar la interaccion entre
los estudiantes; didactico al cumplimiento de un proposito didactico definido y centrado en el

desarrollo conceptual; y guiado a dirigir a los estudiantes hacia un objetivo didactico.

2.2.3. Software de Geometria dindmica GeoGebra
En la seleccion de un buen software educativo para introducir una conica, se escogio

Geogebra por ser un software de Geometria dinamica que cumple con las siguientes

caracteristicas:

Es dindmico a la accién, se pueden mover los objetos geométricos (Santos & Espinosa,

2002), ademas modificar magnitudes de segmentos por medio de deslizadores, incluir textos,
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activar rastro, y hacer ver objetos ya sean geométricos o textuales por medio de casillas
(boléanos). Una ventaja que ofrece Geogebra es que ofrece las herramientas necesarias para
construir ambientes virtuales o micromundos, haciendo interactivas las actividades por
medio de simulaciones. Este software carece de un modelo didactico, sin embargo se
acomoda perfectamente en el uso de alguno. Geogebra no ensefia matematicas o geometria,
no es su pretension y para ser un verdadero apoyo a la ensefianza se requiere de un trabajo

arduo que incluya un disefio de actividades enmarcados en una didactica.

GeoGebra (www.geogebra.org) es un software de codigo abierto que ofrece una gran ventaja
para hacer uso de él en cualquier institucion. Este software integra de forma dinamica la
Geometria Sintética y Analitica (Hohenwarter & Preiner, 2007). Esta caracteristica resulta
atil para el disefio de actividades donde se establezcan registros de representacion
geométrico y algebraico, con el fin de promover una mejor comprensién del concepto de la

elipse, por medio de la creacidon de ambientes virtuales interactivos.

Geogebra a sido una herramienta Gtil para la ensefianza de la Geometria y conceptos

matematicos, cuyos resultados se reflejan en diversas investigaciones como:

En el trabajo de Iranzo & Fortuny (2009, p. 442), afirman que: “la mayoria de estudiantes
consideran que GeoGebra les ayuda a visualizar el problema y evitar obstaculos
algebraicos. Asi mismo, estos autores concluyen que el uso de GeoGebra promueve un
pensamiento mas geométrico y facilita un soporte visual, algebraico y conceptual en la
mayoria de los alumnos, aunque con presencia de variedad de estrategias de resolucion, las

cuales pueden ser interpretadas en términos de tipologias de alumnos”.

Por otra parte, Costa (2011, p. 112), afirma que las actividades de matematizacion inducida
en el entorno GeoGebra, dentro de un planteamiento resulta ventajoso en comparacion con

un planteamiento tradicional, en los siguientes modos:

e Motivacion: los alumnos muestran una alta motivacion.

e Implicacion activa: los alumnos matematizan, reflexionan y comprenden activamente.
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e Matematizacion alcanzada: la gran mayoria de alumnos presenta una alta consecucion
de resultados correctos mediante la matematizacion inducida en el entorno visual y
manipulativo de GeoGebra. En un planteamiento tradicional no se garantiza un trabajo
auténomo de reflexion y comprension.

e Mejor rendimiento en el entorno visual y manipulativo: la comparacion que se ha
realizado entre los procesos de resolucion con GeoGebra y en una situacion
convencional, sefiala que para actividades muy parecidas el rendimiento (medido
segun la consecucion de resultados correctos por parte de los alumnos) es claramente
mas alto con GeoGebra.

e Mejor valoracién por parte de los alumnos que un planteamiento tradicional.

En el presente trabajo el uso de Geogebra permitid disefiar Escenarios Didacticos Virtuales
Interactivos (EDVI’s), para introducir la elipse, como lugares simulados que no estan
ubicados en ningun espacio fisico de nuestro mundo, pero representan virtualmente la

realidad.

Se pretende con el uso de Geogebra promover una mejor comprension de los conceptos
matematicos (en nuestro caso la elipse), dejando claro que éste o cualquier otro software de
geometria dindmica, no generan por si mismos un mejor aprendizaje, ni sustituye al maestro,
por dicha razén, se requiere de la implementacion de actividades interactivas bajo un marco
didactico especifico, que a su vez sirvan como ente motivante, y de ayuda al estudiante en el

aprendizaje de los conceptos matematicos.

2.3. Modelo de Van-Hiele
El modelo de Van Hiele es importante en el presente trabajo para el disefio de actividades,
los cual permiten dosificar los problemas y conceptos geométricos de manera progresiva,
es decir en niveles jerarquizados de menor a mayor dificultad, lo cual es planteado en uno

de los puntos de la didactica Cuevas & Pluvinage (2003).

Antes de entrar a decir en qué consiste el modelo de los psicélogos matematicos e
investigadores holandeses Dina-Geldof Van Hiele y Pierre Van Hiele, se mencionara qué
es un modelo segun la teoria de Jaime & Gutiérrez (1990, p.p. 295-384).

35



En términos generales un modelo (matemaético, fisico, quimico, psicoldgico) es una
representacion simplificada de un determinado fenémeno real. Por ejemplo, en
Geometria se utilizan los prismas para modelar la estructura interna cristalina de
los minerales, otros como los abacos, bloques multibase, regletas de cuisinaire y
calculadores; son diferentes modelos para representar los numeros, las

operaciones aritméticas y sus propiedades (p. 299).
El modelo de Van Hiele esta conformado por dos partes:

e La descriptiva: describe una secuencia de tipos de razonamiento llamados los
niveles de razonamiento, a través de los cuales progresa la capacidad de
razonamiento matematico de los individuos desde que inician su aprendizaje hasta
que llegan a su maximo grado de desarrollo intelectual en este campo.

e Fases de aprendizaje: son directrices para los maestros, sobre cdmo ayudar a los
estudiantes a lograr con facilidad llegar al nivel superior de razonamiento (Jaime &
Gutiérrez, 1990, p. 305)

2.3.1. Fase descriptiva: Niveles de Van Hiele sobre el desarrollo del
pensamiento geométrico
Originalmente, el modelo de Van Hiele, determind cinco niveles empezando con el basico,

y posteriormente el primero, segundo, tercero y cuarto. Sin embargo, Van Hiele y otros
autores han ido evolucionando la numeracion de éstos. A continuacion se presenta la

numeracion planteada por Jaime & Gutiérrez (1990, p.p. 306-311).

Nivel | de reconocimiento

Van Hiele sugiere como primera medida que el estudiante reconozca la figura a partir de la
visualizacion. Una forma de visualizar la elipse es a través de la construccion de un jardin
eliptico simulando su trazo en Geogebra. Otra forma de visualizar las conicas y en

particular de la elipse es mediante el corte de un cono con un plano (conicas de Apolonio).

En este nivel los estudiantes se limitan a describir el aspecto fisico de las figuras, los
reconocimientos, las diferenciaciones y clasificaciones de figuras que realizan se basan en

semejanzas o diferencias fisicas o globales entre ellas, como color, tamafio, forma.
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Las descripciones de ciertas figuras estan basadas en la comparacion con otros objetos, que
necesariamente no son geométricos, por ejemplo en el caso de la elipse, se parece al

contorno de un huevo, de algunos estadios de futbol, etc.

Nivel Il de analisis

En este nivel los estudiantes se dan cuenta que las figuras geométricas estan formadas por
partes o elementos, y que estan dotadas de propiedades matematicas. Pueden describir las
partes que integran una figura y enunciar sus propiedades siempre de manera informal. Para
este caso a partir de la figura trazada de una elipse, se procede a explorar y estudiar sus
partes como: centro, focos, ejes focal y normal, cuerda, radiovectores, etc.

Otro punto de este nivel es que el estudiante reconozca las propiedades matematicas
mediante la observacion de las figuras y sus elementos, y deducir otras propiedades
generalizandolas a partir de la experimentacion. Para el caso de la elipse, se puede estudiar
la propiedad de simetria por medio del doblado del papel, y a partir de ésta deducir otras
propiedades. También a partir de la elipse trazada en Geogebra por medio del método del
jardinero, se puede estudiar la propiedad bifocal necesaria para construir la definicion de la

elipse como lugar geomeétrico, de una manera no formal.

Nivel Il de Clasificacion

En este nivel se describen las figuras de manera formal y se realizan clasificaciones I6gicas
ya que el nivel de razonamiento matematico en el estudiante ya estéa iniciado. Esto significa
qgue reconocen cémo unas propiedades derivan de otras, estableciendo relaciones entre
propiedades y las consecuencias de esas relaciones. Para el caso de la elipse el estudiante
puede establecer relaciones entre registros de representacion numérica con el geométrico,
como por ejemplo: al relacionar el valor numérico de la excentricidad en la elipse con su
gréfica, permite diferenciar entre una elipse y otra por su grado de redondez, asi mismo
llegar a clasificar la circunferencia como un caso particular de la elipse donde su
excentricidad es cero. Otro ejemplo en la clasificacion de una elipse, es relacionar el
modelo algebraico de la ecuacién canonica de una elipse con su grafica, ya sea una elipse

horizontal (eje focal paralelo a la abscisa) o vertical (eje focal paralelo a la ordenada).
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Otro punto de este nivel, es que el estudiante puede seguir demostraciones de manera
guiada. Para el caso de las actividades de la elipse, se pretende que el estudiante siga la
demostracion de la ecuacion candnica de la elipse por medio de problemas dosificados, y

posteriormente relacionen los registros de representacion algebraico y geométrico.

El cuarto nivel y quinto nivel (deduccion formal y rigor) eran considerados por Van Hiele
como aquellos mas dificil de discernir que los niveles anteriores (Jaime & Gutiérrez, 1990),
por dicha no se tendrén a consideracion en el presente trabajo, ya que el estudiante requiere
de una madurez en conocimientos de Geometria que no son adquiridos en preparatoria, por
lo tanto las actividades serdn solo enmarcadas en los tres primeros niveles del pensamiento

geométrico de Van Hiele.

2.4. Aspectos teodricos

2.4.1. Resumen de las conicas alo largo de la historia
El descubrimiento de las secciones conicas se le atribuye a un gran gedmetra de la antigua
Grecia llamado Menecmo (350 a. d. C.), las cuales surgieron debido a cuando intentaba
resolver uno de los tres grandes problemas clasicos de la geometria griega, que fue el de la
duplicacion del cubo (Heath, 2006). Menecmo detectd que para la resolucion del problema
habia una familia de curvas adecuadas, los tres tipos de cdnicas obtenidos por el mismo
método, a partir de la seccidn por un plano perpendicular a la generatriz de conos rectos de
tres tipos, segun que el angulo en el vértice fuera agudo, recto u obtuso el cual no aparece
dentro en el bachillerato, al respecto Boyer (1956) comenta que durante un siglo y medio
aproximadamente estas curvas se conocieron como “La Triada de Menecmo” y que ya se
le conocian como secciones de un cono agudo (u oxitoma), secciones de un cono
rectangulo (u ortoma) y secciones de un cono obtuso (0 amblitoma), y ademas en ese

tiempo se le consideraban a dichas secciones perpendiculares a la generatriz.

Las secciones coOnicas se convirtieron en curvas muy atractivas para los gedmetras de la
antigua Grecia ya que se presentaban como parte de la solucion del planteamiento de
Menecmo al problema de la duplicacion del cubo, aun asi fueron estudiadas luego por

Euclides y Arquimedes que construyé la elipse por medio de un aparato mecanico llamado
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la “trammel of Archimedes” (tramoya de Arquimedes) la cual traza el recorrido de un punto
fijo sobre la hipotenusa de un triangulo al variar éste la longitud de sus catetos (Apostol &
Mnatsakanian, 2009), en otras palabras es el lugar geométrico marcado por un punto sobre

una escalera que esta resbalando sobre el piso y apoyada en una pared.

Aproximadamente en entre el 262 a. de C. y 191 a. de C. el gedbmetra Apolonio de Perga
realiz6 los cortes de un cono de madera, y atribuyd a uno de sus ocho libros rescatados en
gran parte por Pappus, las secciones conicas, con el nombre de parabola elipse e hipérbola
(Boyer, 1956, p.p. 22). A diferencia de Menecmo, Apolonio considerd el corte a dos conos

unidos por un mismo vértice con bases paralelas (Figura 4)

o\

Figura 4. Curvas cénicas segin Menecmo y Apolonio respectivamente.

Siglos méas adelante se debatia sobre la posicion de la Tierra siendo pionero el modelo de
geocentrismo de Ptolomeo. En el siglo XVI Tycho Brahe (1546-1601) confeccion6 en una
tabla sus observaciones astrondémicas, las cuales fueron estudiadas por Kepler (1571-1630),
dichos datos fueron como un tesoro porque descubrié en ellos las leyes sobre el
movimiento planetario (Feynman, 1971, p. 7-2), leyes que requieren el estudio de las

conicas, y fueron enunciadas asi:

e (Cada planeta describe una érbita eliptica alrededor del Sol, siendo el Sol uno de sus
focos.

e La linea del Sol a cualquier planeta barre areas iguales de espacio en intervalos de
tiempos iguales.

e Los cuadrados de los tiempos de revolucion (periodos) de los planetas, son

proporcionales a los cubos de sus distancias promedios al Sol (Hewitt, 2004, p. 192).
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Segln Imaz & Moreno (2010, p. 15), “Isaac Newton (1642-1727) fue mas all4 en el estudio
del movimiento, pues hizo posible una sintesis de las leyes encontradas por Galileo y las
leyes que regian el movimiento de los planetas”. La anterior afirmacion de cémo Newton
posiblemente interpretd la trayectoria eliptica planetaria se puede apreciar en la explicacion

de la conferencia perdida de Feynman (Goodstein, Goodstein, 1999).

Por ultimo, en el siglo XVII Fermat (1601-1665) y Descartes (1556-1650) con el concurso
del arte analitica de Vieta, dispone del instrumento algoritmico del Algebra simbolica que
aplica a problemas geométricos, pero no llega a utilizar coordenadas. En un estudio
intermedio esencial en el camino que arranca del algebra geométrica de los griegos,
confluye finalmente en la geometria analitica de Descartes, la cual hace transitar la elipse al
Algebra con un sistema de coordenadas, describiendo la condicion de los puntos de una
conica por medio de una ecuacion con dos incognitas de segundo grado. Al respecto
Gonzélez (2007) menciona que en la Geometria griega, las coordenadas, variables y
ecuaciones, no eran elementos sino conceptos subsidiarios derivados de situaciones
geomeétricas concretas, de curvas que determinan las ecuaciones sin que se dé la situacion
inversa, es decir que las ecuaciones determinen las curvas ya que estas siempre se
producian mediante una construccion estereométricas como secciones de un sélido, tal es el

caso de las conicas de Apolonio.

2.4.2. Laelipse

2.4.2.1. Laelipse como coOnica
La elipse surge de la interseccion de una superficie conica con un plano, de tal manera que

la inclinacién del plano no supere la inclinacion de la recta generatriz del cono,
consiguiendo asi que la interseccidn sea una curva cerrada bidimensional, como se muestra

en la Figura 5.
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Figura 5. Formacion de una elipse al corte de un plano en un cono recto.

El realizar el corte a un cono es una actividad que puede servir para dar una primera idea,
sobre la relacién de la elipse como curva conica, sin embargo en el presente trabajo no se

acude a la formalidad que conlleva definir la elipse a través del corte a un cono.

2.4.2.2. Laelipse como lugar geométrico
Se puede definir la elipse como lugar geométrico de muchas formas, la primera es referente
a la propiedad bifocal, que segun Lehmann (1989, p. 173): “una elipse es un lugar
geométrico de un punto que se mueve en un plano, de tal manera que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante mayor a la
distancia entre los dos puntos”. En la Figura 6 se muestra los puntos fijos F y F’ llamados
focos, y P un punto cualquiera sobre el contorno de la elipse. La suma de las distancias

(segmentos o radiovectores) FP+F'P resulta ser siempre una constante igual a la

magnitud del eje mayor 2a.

Figura 6. Radiovectores FP y F’P de la elipse.

FP+F'P =constante (1)
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La anterior definicion descrita en la ecuacion (1) se puede demostrar por medio de la
construccion geomeétrica de la elipse por medio del circulo director, que a su vez sirve para
definir la elipse como lugar geométrico de un modo mas alusivo a una geometria dinamica.
A continuacion se detallan los pasos de construccion de la elipse por medio del circulo

director en Geogebra:

1. Setraza una circunferencia de radio constante con centro en F.

2. Luego se ubica un punto F’ en el interior de dicha circunferencia (o en el circulo

director de centro F), a una distancia FF ' respecto del punto F como lo muestra la

Figura 7.

/iculo dlrector\
/ \

/
/

/

Figura 7. Construccion del circulo director para trazo de la elipse en Geogebra

3. Se ubica un punto E sobre la circunferencia de centro F. Luego se traza un

segmento FE (radio) y la mediatriz entre el punto E y F’ (con la herramienta de

mediatriz). Posteriormente se ubica el punto de interseccion P de la mediatriz y el

radio FE (con la herramienta punto de interseccion). Por ultimo se traza el lugar
geométrico (con la herramienta lugar geométrico de Geogebra) del punto P al
mover el punto E sobre la circunferencia. Dicho lugar geométrico es la elipse,

como lo muestra la Figura 8.
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Figura 8. Elipse obtenida al trazar el lugar geométrico de P, respecto de E, por medio del circulo director

A continuacion se demostrara la definicion bifocal de la elipse de la ecuacion (1), a partir
de la construccién mostrada en la Figura 8:

. ‘ﬁh‘ﬁ‘:‘ﬁ‘:Radio del circulo director=Constante  (a)

e P es un punto sobre la mediatriz de E y F’, entonces:
‘ﬁ‘ = ‘E‘ (b) (propiedad de la mediatriz)

e Sustituyendo (b) en (a), se tiene que:
‘ﬁME‘ = Constante (c)

Lo que demuestra la definicion de la elipse como lugar geométrico, cuyo resultado

se expresa en la ecuacion (1).

Teniendo en cuenta qué es cada objeto geométrico de acuerdo a la construccion realizada
del circulo director, se puede definir la elipse como el lugar geométrico del punto P, al
mover el punto E sobre la circunferencia de centro F. Sin embargo es una definicion mas

alusiva a una geometria dindmica.

Para la primera y tercera actividad del presente trabajo, se utilizé la construccion de la
elipse por el circulo director, como base para el escenario del método del jardinero. Para
ello se utilizd6 desde un comienzo dos deslizadores llamados longitud de la cuerda y

distancia focal que permiten controlar las magnitudes del radio del circulo director, cuya
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longitudes son equivalentes a la longitud de la cuerda o eje mayor de la elipse, y la

distancia FF ' entre los focos respectivamente. Una vez obtenido el trazo de la elipse como

lugar geométrico en dicha construccion, se ubicé un nuevo punto P’ la misma elipse, y se

afiadio el trazo de los dos segmentos FP' y F'P' que representan los pedazos de cuerda
en el método del jardinero. Por ultimo se “ocultod” el circulo director, la mediatriz, el punto
P, y se afiadieron graficas de fondo para embellecer el escenario didactico. En la Figura
10iError! No se encuentra el origen de la referencia. se observa una toma del trazo

simulado de la elipse por medio del método del jardinero. La suma de los “pedazos de

cuerda” F'P y F'P' dan como resultado la longitud de la cuerda o radio del circulo
director (en el ejemplo de la Figura 9jError! No se encuentra el origen de la referencia.
son 10 unidades de longitud del eje mayor y 4 unidades de semi-distancia focal). El

estudiante simula el trazo de la elipse en Geogebra al mover el punto P’.

Ciculo director

Longitud cuerda =10

Mediatiz  ————— —
SemidistFocal = 4

Figura 9. Trazo de la elipse simulado en Geogebra, por medio del método del jardinero construido a partir del
circulo director.

Otra manera de definir la elipse como lugar geométrico es por medio de la construccion de
foco-directriz: una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano, para los
cuales se cumple que el cociente entre sus distancias a un punto fijo que se denomina foco,
y a una recta dada llamada directriz, permanece constante y es igual a la excentricidad “e”

de la misma (ver Figura 10)
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Figura 10. Lugar geométrico de la elipse a partir de la construccién foco-directriz

2.4.2.3. Elementos de la elipse

A continuacion se analizard la Figura 11, para definir los principales elementos de la elipse:

Eje Normal Directriz d
OF

- ““ov

Diametro
Lado\Recto
5 (.

V' (Vé

Eje Focal O

efnaver VV=22 - padio Vctor|FP

Figura 11. Elementos de la elipse.

e Los focos: Son los puntos fijos F y F’ en el interior de la elipse. El centro es el punto

medio de la elipse, o punto medio de los focos.

e Eje focal: Es la recta que pasa por los focos y el centro de la elipse. El eje focal

intercepta la elipse en los vértices Vy V’.
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Eje normal: es la recta perpendicular al eje focal, que pasa por el centro de la elipse. El
eje menor intercepta la elipse en los puntos By B’.

Diametro: Es el segmento formado por dos puntos que estan sobre la elipse D y D’, y
que pasa por el centro.

Eje mayor: Es el segmento VV’ o didmetro de mayor longitud. Tiene una longitud de
2a, siendo a una constante.

Eje menor: Es el segmento BB’ o diametro de menor longitud. Tiene una longitud de
2b, siendo b una constante.

Semieje mayor: Es el segmento entre el centro de la elipse y alguno de los vértices de
ésta. Tiene una longitud de a unidades.

Semieje menor: Es el segmento entre el centro O de la elipse y alguno de los puntos B o
B’. Tiene una longitud de b unidades.

Distancia focal: Es la distancia 2c, entre los focos.

Radiovectores: Son los segmentos ﬁyﬁ, gue unen a un foco con un punto P
sobre la elipse.

Lado recto: Es el segmento formado entre dos puntos de la elipse, perpendicular a uno
de los focos.

La directrizz Cada foco F y F’ estd asociado a una directriz, que es la recta
perpendicular al eje focal. La distancia de cualquier punto P de la elipse hasta el foco F
(o F’) es una fraccion constante de la distancia perpendicular de ese punto P a la

directriz que resulta en la igualdad:

PF —e-PQ
o Distancia focal _OF ¢
Longitud del semieje mayor OV a

)

La relacion entre estas dos distancias es la excentricidad “e” (que explicaremos mas
adelante) de la elipse. Esta propiedad que puede ser probada con la herramienta esferas
de Dandelin para definir la elipse de forma alternativa, que no serad tratada en el

presente trabajo de investigacion.
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2.4.2.4. Algunas propiedades de la elipse

1. La elipse es simétrica respecto al centro, por lo tanto de la figura 11 se puede
concluir que:

OV =0V', OF=0OF', FV=F'V' ©)

2. Lasuma de los radiovectores de un punto cualquiera de la elipse es siempre igual a
una constante 2a. Esto se puede apreciar si se sitGa un punto de la elipse en alguno
de los vértices ya sea V, el radiovector
F'V + FV =constante pero F'V "= FV por simetrfa (propiedad 1)
entonces: F'V +F'V '=2a

3. Los radiovectores de los extremos del semieje menor (B o B’) son iguales a la

(4)

longitud del semieje mayor=a unidades.
4. El semieje mayor es la hipotenusa FB =a de un tridngulo rectangulo cuyos catetos

son: el semieje menor OF =b y la distancia focal OB =b. Por lo tanto cumplen con
la relacion pitagorica indicada en la Figura 12:
=b’+c* (5

B p

a.2

Figura 12. Relacion Pitagoérica de los parametros a, b y ¢ de la elipse

La tangente a la elipse en un punto de la curva es bisectriz del angulo formado en dicho
punto por un radio vector y la prolongacion del otro (Figura 13) (De Oteyza et all, 2001, p.
492):

N
IR
R
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Tangente

Figura 13. Congruencia de angulos de la tangente de la elipse con los radiovectores

De acuerdo con la quinta propiedad, todo rayo (radiovector) que sale de un foco, llega al

otro foco, esta es una propiedad reflexiva de la elipse.

Un caso real donde se aprecia esta propiedad, es en un domo en forma de elipsoide, del cual
se emite un sonido o un rayo de luz en uno de los focos (de una de las elipses formadas a un
corte del domo) de modo que al chocar con la superficie de ésta, se reflejara llegando
exactamente al otro foco (De Oteyza et all, 2001, p.p. 492,495). Una construccion de este
tipo es la galeria de los susurros o capilla de los secretos en el desierto de los Leones en el
Distrito Federal de México (UCNCIMix, 2009).

La Figura 14 muestra una toma de la simulacion realizada en GeoGebra sobre el fendmeno
acustico que se experimenta en el desierto de los Leones. En la simulacion Freddy emite
un sonido en uno de los focos de la elipse, de modo que las ondas de sonido chocan con la
superficie con un angulo de incidencia o, que posteriormente se reflejaran con un angulo

reflejado B de igual magnitud, concentrandose en el otro foco donde estd Monique.

En realidad esta propiedad geométrica se explica en la Fisica como un fendmeno de
reflexion de la ondas (Rossing, Moore & Wheeler, 2001, p.p.525-526).
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ecfa Tangente al Punfo de reflexion
Punto de reflexion

Monique

Figura 14. Reflexion de las ondas sonoras de un foco F’ de la elipse al otro F. Fenomeno Fisico apreciado en el

Desierto de los Leones México (Gréafica tomada de una simulacion en Geogebra)
2.4.2.5. Excentricidad de la elipse
Dadas dos elipses, ¢qué permitiria diferenciarlas? Precisamente el valor de la excentricidad
es lo que nos permitira diferenciar entre una y otra, ya que dicho pardmetro determina el
grado de redondez de la elipse. Si los ejes de una elipse son iguales, los focos y el centro se
ubican en una misma coordenada, es decir como si estuvieran uno encima del otro
superpuestos, y la distancia focal seria cero. Este caso especial de la elipse produce una
circunferencia, pero a media que se alejan los focos se observa que la curva se alarga, o se

vuelve mas ovalada (Figura 15).
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Figura 15. Excentricidad de la elipse para diferentes distancias focales

Una elipse se puede definir como una circunferencia aplastada, en este caso la

excentricidad es el grado de aplastamiento de la elipse (Cuevas, 2013, p. 163). Cuando la
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distancia focal de la elipse tiende a cero (c —0), la curva representa una circunferencia.
Cuanto més se alejen los focos o crezca la distancia focal, mayor seré la excentricidad y por

ende el aplastamiento de la elipse.

El pardmetro de la excentricidad estd entre cero y uno, y se relaciona con el grado de
redondez o aplastamiento. Segin Lehmann (1989, p. 176), la excentricidad se define

matematicamente como la razon de la distancia focal c, con la longitud del semieje mayor

a.
’ 2 2
_C. a_b o c<a (6)
a a
Entonces:
0<e=S<1 )
a

Como c<a la excentricidad se encuentraentre O y 1.

Otra forma de medir la excentricidad es con la razén de la distancia de cualquier punto P
sobre la elipse hasta el foco F (o F’), respecto de la distancia perpendicular del punto P a la

directriz (Figura 10)
PE
e = = 8
PD ®)

Para ¢ =0 la excentricidad es e =0y en este caso particular la elipse representa un circulo,
para una excentricidad cercana a la unidad la elipse es muy alargada u ovalada. Una de las
aplicaciones mas importantes de la elipse es la trayectoria los planetas alrededor del Sol,

gue se puede considerar eliptica:

“Johannes Kepler cuando estudiaba el movimiento de Marte, al aplicar el modelo
de Copérnico de Orbitas circulares alrededor del Sol, observd que los céalculos

discrepaban ligeramente de la posicion real del planeta en el firmamento. Asi que
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intentd ajustar la drbita a otras curvas y finalmente, encontré que la elipse se

ajustaba maravillosamente a ella” (Oteyza et all, 2001, p. 492)

Muchos estudiantes perciben las conicas conectadas con la realidad, como por ejemplo, que
las orbitas planetarias son elipses, sin embargo afiade que se trata de un conocimiento social
(Del Rio, 1991, p.121), por eso es comun que muchas personas al observar la trayectoria
eliptica de la Tierra pueda dudar de su forma, ya que realmente es una elipse poco
excéntrica como se observa en la Figura 16 (las Orbitas de la Tierra y Marte), es decir es tan
redonda a tal grado que parece ser una circunferencia, de ahi que también Copérnico
disefiara un modelo de érbitas circulares y no elipticas, Kepler notd esa pequefia diferencia

gracias a las observaciones de Tycho Brahe.

Realmente la oOrbita de un planeta alrededor del Sol, no es una elipse perfecta, pero si una

muy buena aproximacion.

250km T

200km{
150km
100km

50km

-50km
-100km
-150km
-200km

-250km

Figura 16. Orbitas elipticas de la Tierray Marte. Construccion realizada en GeoGebra (ver en

http://www.geogebratube.org/material/show/id/40676)

En la Tabla 1, se muestran los diferentes valores de excentricidad para diversos planetas. Se
observa que el valor de la excentricidad de la Tierra es 0.017 y es menor a la excentricidad

de Marte con 0.093, por esa razon se aprecia en la Figura 15 que la Orbita terrestre es mas
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redonda que la Marciana. Sin embargo las 6rbitas de los planetas son casi circulares porque

sus valores de excentricidad tienden a cero.

Planeta Excentricidad Distancia media (U. A.)
Mercurio 0.206 0.387
Venus 0.007 0.723
Tierra 0.017 1
Marte 0.093 1.52
Jupiter 0.048 5.2
Saturno 0.056 9.54
Urano 0.047 19.18
Neptuno 0.009 30.06

Tabla 1. Excentricidad en diferentes planetas. (De Oteyza et all, 2001, p. 493)

Una de las leyes de Kepler enuncia que: Cada planeta describe una orbita eliptica
alrededor del Sol, siendo el Sol uno de sus focos (Hewitt, 2004, p. 192). En determinado
momento el planeta Tierra se encuentra mas lejano al Sol aproximadamente a 152 millones
de kilémetros, a esta distancia se le denomina afelio, y en otro momento se encuentra mas
cercana al Sol aproximadamente a 147 millones de kilometros, distancia a la cual se le
denomina perihelio. La distancia media de un planeta al Sol es la longitud del semieje
mayor de la orbita eliptica. Esta aplicacion de la elipse en la Astronomia es muy comun en
textos como el de Sullivan (1997), De Oteyza et all (2001), Cuevas (2013), entre otros.
Cuevas (2013) plantea que las leyes de Kepler y oOrbita de un planeta alrededor del Sol es
una situacion inicial (p. 152), como introduccion en el estudio de la elipse particularmente.
Se reconoce que los temas de Astronomia son motivantes y de mayor interés para los

estudiantes, por lo que sirve como problema en contexto para las actividades.

2.4.2.6. Ecuaciones de laelipse
Ecuacion candnica de la elipse con centro en el origen y ejes paralelos a
los ejes coordenados

La Figura 17 muestra la elipse horizontal con centro en el origen y ejes paralelos a los

cartesianos.
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a: Longitud del semieje mayor.
b: Longitud del semieje menor.

Del tridngulo rectangulo que se forma con el centro, foco y Vvértice se deduce que la

distancia focal ¢ es: ¢ =+/a®*-b’

F(c.0) [V(a0)

Figura 17. Elipse horizontal con centro en el origen y ejes paralelos a los ejes cartesianos

En la Figura 18 se observa una elipse vertical. En este caso la distancia focal c, y el eje

(1]

mayor a se encuntran sobre el eje “y”.

V(0 -a)

Figura 18. Elipse vertical con centro en el origen y ejes paralelos a los ejes cartesianos
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La ecuacion candnica para dicha elipse es:

X2 2
De donde:
a: Longitud del semieje mayor. . i
¢ = a2 —b? : Distancia focal

b: Longitud del semieje menor.

Se diferencia entre las figuras 17 y 18 respectivamente una elipse horizontal y vertical. En
comun los focos estan siempre sobre el eje mayor, el eje mayor siempre estd sobre el eje

focal, y se cumple que:
Eje mayor = 2a > eje menor 2b, por lo que siempre a>b

Esto sirve para diferenciar entre una elipse horizontal y una vertical cuando se da la

ecuacion, ya que si se observa las ecuaciones respectivamente se notara que:

b*> a
e Si a* siempre se encuentra como denominador de x, la elipse es horizontal.

e Si a’ siempre se encuentra como denominador de y, la elipse es vertical.

En el anexo Ill se puede apreciar todo el analisis algebraico de la demostracion de la

ecuacion candnica de la elipse con centro en el origen, y ejes paralelos a los cartesianos.

La Tabla 2, muestra las coordenadas de los focos y vértices para una elipse horizontal y

vertical con centro en el origen:
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Elipse horizontal Elipse Vertical
X2 y2 X2 y2
; + F =1 F + ? =1
Focos: Focos
F'(c,0) F'(0,—c)
F(c,0) F(0,c)
Vértices: Vértices
V'(-a,0) V'(0,-a)
V(a,0) V(0,a)

Tabla 2. Coordenadas para los focos y vértices en una elipse horizontal y vertical con centro en el origen

Ecuaciones de la elipse horizontal y vertical con centro fuera del origen

A continuacion, se presenta la ecuacion candnica de la elipse con centro fuera del origen,
teniendo en cuenta la ecuacion candnica con centro en el origen y la traslacion de ejes. Solo

se considerara la elipse con eje focal paralelo a la abscisa 0 eje Xy en otro caso el eje focal

paralelo a la ordenada o eje y.
Para facilitar la deduccidn de las ecuaciones primero se deducira la traslacion de los ejes.

Se debe imaginar que una persona se encuentra en el origen del sistema de coordenadas

cartesianas Xy . Luego se traslada al punto P(2,3) y en este mismo, se traza un nuevo

sistema de coordenadas x'y', cuyo origen ahora sera P.

Si en el nuevo sistema de coordenadas x'y'’, se localiza un punto Q(4,5). ¢Cuéles seran

las coordenadas del punto Q respecto al sistema de coordenadas xy ? (ver Figura 19)
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Figura 19. Traslacion del sistema xy de un punto (4,5)

Para encontrar la nueva abscisa, hay que sumar x=2+4=6.

Para encontrar la nueva ordenada, hay que sumar y =3+5=8.

Por lo tanto, las coordenadas del punto Q en el sistema Xy son (8, 7).

Si se generaliza el anterior ejercicio, suponiendo que ahora se parte del sistema de

coordenadas xy el observador se traslada a un punto P(h,k), sobre éste se traza un nuevo
sistema coordenado x'y' paralelo al sistema Xy. Luego se localiza un punto Q'(x',y")

sobre el nuevo sistema coordenado x'y' como se indica en la Figura 20.

P(hk)

Figura 20. Relacion de traslacion del sistema xy, con el sistema x'y"
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Para encontrar la abscisa y ordenada del punto Q respecto del sistema Xy, se hace la suma:

X=h+Xx"obienx'=x-h (11a)

11ay 11b respectivament
y=k+y obieny'=y-k (11p) (14 11brespectivamente)

Por lo tanto si se tiene una elipse horizontal en un nuevo sistema de coordenadas con centro

C(h,k) como el que se observa en la Figura 21, su ecuacion canonica sera:

XIZ yl2
?'FF =1 (12)

Sustituyendo las ecuaciones (11a y 11b) de traslacion en la ecuacion (12), ésta se convierte
en:
2 2
(x=h)"  (y=k)

" + = =1 (13)

Figura 21. Elipse horizontal con centro c (h, k)

Si la elipse es vertical con centro C(h,k) como en la Figura 22, su ecuacion canonica en un

sistema de coordenadas x'y' es:

XIZ 12
F_'_Z__Z =1 (14)
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Al sustituir las ecuaciones (11a y 11b) en la ecuacion (14), ésta se convierte en:

o) 6k
b a

vvvvvvvvvv

Figura 22. Elipse vertical con centro C (h,k)

Las coordenadas de los focos y los vértices para una elipse horizontal y vertical con centro

fuera del origen y ejes paralelos a los ejes coordenados, respectivamente son:

Elipse horizontal

Elipse Vertical

() (k)
a’ b?

Centro C(h,k)

Focos:
F'(h—c,k)
F(h+c,k)

Veértices:

1

2 2
(X;Zh) +(y;2k) _1

Centro C(h,k)

Focos
F'(h,k-c)
F(h,k +c)

Veértices
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Vi(h—a,kK) V'(h,k—a)
V(h+a,k) V(h,k +a)

Tabla 3. Coordenadas de los focos y vértices en una elipse horizontal y vertical con centro fuera del origen, y ejes

paralelos a los ejes cartesianos

Ecuacion general de la elipse

A partir ecuacion (13) se puede llegar a la siguiente ecuacion general de la elipse, por

medio de procesos algebraicos que se detallan en el anexo IV:
Ax* +Cy? +Dx+Ey+F =0 (16) Ecuacion general de la elipse
De donde A, B, C, D, E 'y F son coeficientes y A= C y tienen el mismo signo.

Cuando la elipse tiene su centro en el origen entonces: D=E =0

Si los ejes de la elipse no son paralelos a los ejes cartesianos, entonces la ecuacion general

presenta un término “cruzado” Bxy, donde B =0, como la siguiente:
Ax® +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 (17)

Esta dltima ecuacién no se considera tratar en las actividades, porque no hace parte del

curriculo de la SEP.

2.4.3. Construcciones de la elipse
Existen muchas formas de construir la elipse, las cuales se puede apreciar algunas en

Contreras, Contreras & Garcia (2002) y en el libro de Geometria analitica dinamica de
Cuevas, Mejia, Pluvinage & Gonzalo (2005). Anteriormente se detalld la construccién de la
elipse por medio del circulo director. A continuacion, se presentardn dos construcciones

mas: el método del jardinero y por anomalia excéntrica o circulo osculador.
El método del jardinero

Este método un tanto mecéanico descrito en algunos articulos o textos (Contreras, Contreras
& Garcia, 2002; Hewitt, 2004; Cuevas et all, 2005), que se utiliza para poder trazar el

contorno de una elipse. EI método consiste en clavar dos estacas situadas en dos puntos
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fijos F y F' (los focos) y fijar de ellas una cuerda de longitud 2a (de mayor longitud que la
separacion entre las estacas), como se indicd en la Figura 3. Luego se tensa la cuerda con

una tercera estaca, de modo que al deslizarla suavemente se obtiene el trazo de una elipse.
Construccion de la elipse por anomalia excéntrica o circulo osculador

Teniendo como datos los semiejes a y b de una elipse, se procede a la siguiente

construccién tomada de Contreras, Contreras & Garcia (2002, p. 122):

e Se trazan dos circulos de radios arbitrarios AC=a y AK =b siendo a>b, como lo

indica la Figura 23.

e Eléangulo que forma AC con AK le denominamos « el cual determina la “anomalia

excéntrica”.
e Por C se traza una recta paralela a AK y por D (interseccion de AC con la
circunferencia de radio b) se traza una recta perpendicular AK . El punto E que es la

intercepcion entre las rectas paralela y perpendicular a AK, representa el lugar
geométrico de los puntos de la elipse, al mover el punto C sobre la circunferencia de

radio a.

Circunfefencia I

encia b

Figura 23. Construccion de la elipse por anomalia excéntrica o circulo osculador
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En la Figura 23, se puede observar que El radio “a” de la circunferencia grande, y “b” de la
circunferencia pequefia, definen la longitud de los semiejes mayor y menor de la elipse. La
construccién descrita anteriormente es realizada en Geogebra de la cual se obtuvo el trazo
simulado de la curva. A continuacién se presentara una demostracion sintético-analitica de

la ecuacion de la elipse a partir de la anterior construccién geométrica.
Argumentacion analitico-sintética
Los triangulos ABC y DEC son rectangulos, y semejantes por el criterio de angulo-angulo

m«/BAC = mZEDC A mZCBA =m«CED =90°
—=aABC ~aDEC

e Por lo tanto, se establecen proporciones entre sus catetos e hipotenusas

respectivamente, asi:

(18)

DC EC

e El punto A esta en el origen por lo tanto tiene coordenadas (0,0), y el punto E tiene

coordenadas (X, Y). Se asignan variables a los siguientes segmentos:
AC=a (19), DC =b, AB=X, ﬁ:y

Como se muestra en la Figura 24:

DC EC
b
K:a A °
/ BC
/ AD = b |
/ / 1
A* 5B _ B

Figura 24. Asignacién de variables en los triangulos ABC y DEC
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e Por lo tanto, determinando algebraicamente los valores de los segmentos DC, BC, EC

, en términos de a, b, X, y:
DC=AC-AD=a-b (20)

BC =va?-x’ (21)

EC=BC-BE=+a?-x2 -y (22)

AC BC
e Partiendo de la proporcidon de la ecuacion (18) == ===, se parte de lo sintético para

DC EC
luego al sustituir los respectivos valores algebraicos (19), (20),(21) y (22) en la (18),
asi:
a a’—x°

e Simplificando la ecuacion se obtiene:

2 2
Sl @)

o]

La ecuacion canonica de la elipse con centro en el origen.

A continuacion se presenta otra argumentacion analitico-sintética usando la anomalia
excéntrica (Contreras, Contreras & Garcia 2002, p. 123):

Si se llama a “x” la abscisa y “y” a la ordenada, del punto E de la Figura 23, se obtiene que:

X = a-sin(a) sin(a) =

y =b-cos(@) (24) y (25)

o< Q| X

cos(x) =
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Sustituyendo las ecuaciones (24) y (25) en la identidad Pitagdrica: sin®(e)+cos’(a) =1,

se obtiene:

LS

2 2
7+ 2 =1 Laecuacion candnica de la elipse con centro en el origen.

o]

La anterior construccién y demostracion sintético-analitica de la elipse por anomalia
excéntrica, fue propuesta por Contreras, Contreras, Garcia (2002) quienes creen que a partir
de ésta se puede llegar a la ecuacion canonica de la elipse de manera més sencilla y

simplificada, respecto a otras demostraciones algebraicas.
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Capitulo Ill. Metodologia y disefio de los instrumentos de
medicion

Las bases teoricas y conceptuales descritas anteriormente permiten sustentar la propuesta,
que en éste capitulo se exhibe, bajo un marco didactico lo que permite fa—eualpermita
alcanzar los objetivos del trabajo de investigacion. En este capitulo se describe el disefio de
los instrumentos de medicidn, recoleccion de datos en la etapa de aplicacion y validacion,
y la poblacion a la cual fue aplicado los instrumentos.

3.1. Disefio de los instrumentos

Los instrumentos de medicion se estructuran asi:

1. Test diagnostico: Este instrumento tiene el proposito de determinar el nivel de
competencia que tienen los estudiantes en los conceptos necesarios o de prerrequisitos
para realizar las actividades.

2. Postest: Este instrumento tiene como proposito determinar los cambios sufridos por
los estudiantes, los cuales fueron sujetos a la experimentacion en el aula, Este
instrumento se disefi6 para verificar el grado de avance sobre los conceptos
estudiados, tanto de prerrequisito como los propios de la elipse tras haber desarrollado
las actividades propuestas.

A continuacion se detallan cada uno de estos instrumentos.

3.1.1. Test diagnéstico
El objetivo de éste instrumento (Anexo V) es observar el nivel de conocimientos previos de
los estudiantes, necesarios para el posterior desarrollo de las actividades interactivas. La

prueba diagnostica consta de 6 reactivos con los subtemas que se detallan en la Tabla 4.

Bloque 1: item 1y 3 e Conceptos bésicos de Geometria
» ldentifica graficamente un segmento
» ldentificar que figuras planas

representan un lugar geometrico

Bloque 2: item 2y 4 e Trigonometria
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» Semejanza de tridngulos
» Teorema de Pitadgoras

Bloque 3: ltem 5 e Plano cartesiano
Ubicacion de puntos sobre el plano dadas

sus coordenadas

Bloque 4: item 6 e Algebra
» Completar el trinomio cuadrado

perfecto

Tabla 4. Subtemas de la prueba diagndstica
Item 1: En éste se pretende saber si el estudiante interpreta graficamente un segmento, lo
cual es necesario para identificar con facilidad algunos elementos de la elipse como:

radiovector, ejes y semiejes mayor y menor.

1. ;Cualdelas siguientes “lineas” es un segmento? Escribe una palomita en “si” silo es o en “no™

si no lo es.
a)si B) Si €) Si r d) Si
MNo Mo r MNo No
D
[ )
-
y
///
///,
/ C

Reactivo 1-Test diagnoéstico

Item 2: En este se pretende identificar conocimientos previos en el estudiante sobre los
criterios de semejanza de triangulos, y establecer relaciones entre sus lados en caso
afirmativo, el cual sirve para demostrar la ecuacion candnica de la elipse mediante el uso de

la construccidn de la elipse por anomalia exceéntrica.
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,Qué pareja de tridngulos son semejantes? Escribe una palomita en “si” si lo es 0 en “no™

!\J

si no lo es, v luego en los casos afirmativos, establece proporciones entre sus segmentos

a)si r b) Si c) Si r 9 sir
Mo r - No ~ No r T No
R LS
3 - B = 0
» 9
4 ) R 5 N
K RS s
4 0
5] b “M T 4
B K' L ai
- 1 ’ N
8 R[S iz
A.
oM

Reactivo 2-Test diagndstico

item 3: Se orienta a determinar si el estudiante interpreta qué figuras geométricas
representan un lugar geométrico, cuyos resultados se tendran en cuenta para dar una mejor

explicacion en el desarrollo de las actividades.

3. ;Cuil delas siguientes figuras son unlugar geométrico? Escribe una palomitaen “si”siloes o

en “no” si no lo es.

Reactivo 3-Test diagndéstico
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item 4: Se orienta a determinar si el estudiante resuelve operaciones aritméticas y
algebraicas relacionadas con el teorema de Pitdgoras, necesarias para relacionar los

parametros a, b y c de la elipse en las actividades.

4. Halla el wvalor wva sea numérico o algebraico de la incdgnita 7 utilizando el teorema
de Pitdgoras.
< [
N
?
4 Be x ? 10
ALl B
3 Al B
6
< c
b az @ AC 7
AL B B/ la
[+ x
Reactivo 4-Test diagndstico

item 5: Pretende saber si el estudiante ubica correctamente puntos en el plano cartesiano,

necesario en las actividades para ubicar puntos como el centro, focos y vértices de la elipse.

5. Escribe las coordenadas de los puntos que se muestran sobre el siguiente plano
cartesiano.
AC_._ )
5]y
) D BC . )
e

' cC_._ )

2[p D(_ . )

3 .c

) EC_. )
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Reactivo 5-Test diagndstico

Item 6: Se disefi6 con la intencion de determinar si el estudiante tiene antecedentes sobre
la resolucién de operaciones algebraicas al completar el trinomio cuadrado perfecto. Esta

operacion es necesaria para expresar la ecuacion general de la elipse a la forma canonica.

6. Completa las siguientes ecuaciones, para convertirlas a trinomio cuadrado perfecto.

a) x*-10x=0 b) x* +3x=1

Reactivo 6-Test diagndstico

Adicional al disefio de los instrumentos de medicion se elaboraron las actividades
interactivas que siguen la ruta cognoscitiva descrita en el capitulo I. EI objetivo de las
actividades es introducir la elipse, por medio de escenarios didacticos interactivos
acompariados de un cuestionario. Brevemente, la primera actividad consta de un escenario
didactico donde se simula el trazo de una elipse por el método del jardinero, para que a
partir de ésta los estudiantes exploren, descubran y construyan la definicién de lugar
geométrico de la elipse, y posteriormente estudien los elementos de la curva, propiedades
relevantes (visualizacion y anélisis de los niveles de Van Hiele). La segunda actividad
consta de un escenario interactivo sobre el movimiento planetario de la Tierra y Marte junto
con un cuestionario para dirigir la actividad y explorar la caracteristica de excentricidad de
la elipse (analisis y clasificacion de Van Hiele). La tercera actividad consiste en que el
estudiante siga la demostracion de la ecuacion candnica de la elipse a partir de la curva
trazada, pero esta vez a con ayuda de la construccién geométrica de la elipse por medio del

circulo osculador.
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3.1.2. Actividades interactivas
Las actividades se disefiaron tomando las sugerencias proporcionadas por la didactica
Cuevas & Pluvinage (2003), los tres primeros niveles del pensamiento geométrico de Van
Hiele, y los objetos de ensefianza establecidos en el programa de Matematicas Ill de las
SEP (2013).

Por ejemplo, los escenarios didacticos virtuales interactivos (EDVI) ejemplifican
situaciones en contexto o proyectos de accion préctica, ademas el ser interactivas da cuenta
de uno de los puntos de la didactica Cuevas-Pluvinage: “Es esencial que el estudiante esté
realizando siempre una accién, por lo que a través de la resolucion de problemas
especificos, gradualmente dosificados, construya o llegue al concepto deseado”

Cada actividad consta de al menos un EDVI con su respectivo cuestionario. Cada EDVI
esta disefiado para que sea el estudiante quien esté realizando determinadas acciones a lo
largo de cada una de las actividades que se proponen, mediante el movimiento de los
objetos geométricos y la resolucion de problemas dosificados. El uso de los EDVI’s no
requieren de un manejo experto del software, de modo que en cada guia o cuestionario se
explica paso a paso las funciones de cada uno de ellos. La informacion sobre el concepto a
ensefiar, cumplen con el requisito de minima ayuda (Cuevas & Pluvinage, 2003). Las
distintas definiciones de la elipse deberan emerger en forma intuitiva después de cada
actividad (actividad individual), y en una discusion grupal (actividad colaborativa), sin que
el profesor las proporcione anticipadamente.

Los temas que cubren las actividades se resumen en la Tabla 5:

N° de la Nombre de la actividad
actividad
1 La elipse como lugar geométrico
2 Excentricidad de la elipse
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3 3a. Demostracién de la ecuacion canodnica de la

elipse con centro en el origen

3b. Ecuacion candnica y general de la elipse

3c. Ecuacion canonica y general de la elipse con
centro (h,k)

Tabla 5. Tema de las actividades interactivas.

Actividad 1: La elipse como lugar geométrico

Como lo sugiere la didactica Cuevas & Pluvinage (2013) se debe partir de un contexto real
para introducir algun concepto. En esta primera actividad (Anexo VI), se propone a los
estudiantes disefiar un jardin en forma de elipse, utilizando el método del jardinero. El
objetivo es que los estudiantes redacten, en sus propias palabras la definicion de la elipse
como lugar geométrico. Al concepto matematico se arriba por medio de la resolucion de
problemas dosificados descritos en el cuestionario y la interaccion con el EDVI, donde se
exploran y estudian los elementos y propiedades més relevantes de la elipse. Esta primera
actividad se divide en 4 secciones:

Seccion 1: Construyendo el trazo de una elipse

Tiene como objetivo que el estudiante realice el trazo simulado de un jardin en forma de
elipse, al seguir las instrucciones de la aplicacion del método del jardinero en el EDVI-

Jardinero.

Una vez trazada la curva, el estudiante debe registrar en una tabla del cuestionario, los
valores de las sumas de las longitudes de varios puntos sobre la elipse a dos puntos fijos
Ilamados focos (estacas del elipségrafo). Después de registrar los valores de las sumas, el
estudiante debe construir la definicion de la elipse como lugar geométrico. Al final con
ayuda del maestro se discute sobre la definicion de la elipse como lugar geométrico de
manera mas formal, donde el estudiante puede verificar de manera grupal su definicion. A

continuacion se muestra detalladamente la seccion uno de la actividad 1.
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1. Seccion 1: Construyendo el trazo de una elipse. (Item 1)

Un jardinero desea construir un jardin en forma de elipse, y para ello clava dos estacas en
dos puntos fijos llamados F y F’ (focos). El jardinero sujeta los extremos de la cuerda a las
estacas, y tensionandola realiza un trazo como lo muestra la figura. Nota: La longitud de la
cuerda es mayor que la distancia de separacion de las estacas.

Figura. 1 Jardin eliptico
Para hacerlo abre la carpeta Actividad 1 y ve al “EDVI-Jardinero”, y realiza siguiendo los
siguientes pasos:
a) Separa las estacas F y F’ 4 unidades del centro, dando clic sobre el punto del deslizador

hasta llevarlo a c=4. (el centro es un punto medio O entre

F y F’, o centro de la elipse). Nota: Llamaremos distancia focal “2c” a la distancia
entre los focos.

b) Utiliza una cuerda de longitud 10 unidades ubicando el punto del deslizador

Lontitud de la cuerda total

c) Para trazar la elipse con el lapiz, da clic en la casilla -HBEEEEEEIREETE con el fin

de activar el rastro. Da clic sostenidamente sobre el punto P, y arrastralo con el mouse
suavemente trazando la elipse o contorno del jardin. Si deseas borrar el rastro de la

tinta del lapiz, da clic en el boton “Borrar Rastro™.

d) Una vez trazada la elipse, ubica el punto P de Ia elipse en cualqmer lugar de su

contorno y suma las longitudes de los pedazos de las cuerdas FP y F'P que puedes
observar en “VER DATOS” ubicado en parte derecha de la pantalla. A éste primer
punto sobre la elipse lo registraremos como P1 en la tabla 1.

e) Repite el proceso anterior para cuatro puntos diferentes sobre el contorno de la elipse.
Registra los datos en la siguiente tabla como puntos P2, P3, P4 y P5:

Puntos Longitud del pedazo Longitud del pedazo de Suma de radiovectores
sobre la de cuerda F'P = cuerda FP = 0 pedazos de cuerdas:

elipse F'P+FP=

P1

P2

P3

P4

PS5
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Tabla 1. Registro de sumas de los pedazos de cuerdas o radiovectores de la elipse
Responde las preguntas 1 y 2 marcando con una palomita ™ la opcién que considere
correcta:

1. La suma de las distancias del punto P a los puntos fijos F y F’, ;varia o se mantiene
constante?

o F'P+FP = Constante o F'P+FP = Variable
2. Compara las sumas F'P+ FP de latabla 1, con la longitud de la cuerda. ¢Son iguales?
oSi oNo

3. Teniendo en cuenta lo anterior, concluye con tus propias palabras la condicion que
definen todos los puntos sobre una elipse, o lugar geométrico de la elipse:

4. En discusion grupal compara tu definicion con las de tus compafieros y lleguen a una

definicion entre todos con ayuda del profesor.

Seccién 1de la actividad 1-Trazo de la elipse y definicién como lugar
geométrico

Seccidn 2: Elementos de la elipse

Como lo sugiere el nivel Il de Van Hiele (Andlisis), esta seccion tiene como objetivo
estudiar los elementos mas relevantes de la elipse a partir de curva trazada en la seccién I.
El estudiante participa grupalmente conjuntamente con el profesor para definir cada uno de
los elementos de la elipse como: focos, centro, eje focal y normal, vértices, eje y semieje
mayor, eje y semieje menor, distancia focal y radiovectores. La forma de estudiar cada uno

de estos elementos es de forma visual e interactiva en el EDVI correspondiente.

Al final de la seccidn, se hace una retroalimentacion sobre la definicion de la elipse como
lugar geométrico de una forma maés elaborada, es decir mas formal, teniendo en cuenta los
elementos estudiados. También se realiza una practica individual donde el estudiante
parametriza algunos de los elementos de la elipse, es decir le asigna valores numéricos. Por

medio de la préctica los estudiantes refuerzan las definiciones aprendidas, y comprueban
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resultados como lo propone la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), por medio de una

socializacion grupal.

En el EDVI ésta seccion se observa asi:

€2 At Lo Eipubgral deljardneroggh i R 9 (SRR
Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda [

LA APIOJON I =] sy miew: s oo e c

LEc~

|
]
d
~
2
]
]
4
d

Seccion 2 de la actividad 1-Elementos de la elipse en EDVI-Jardinero

Seccién3: Simetria de la elipse

Esta seccion tiene como objetivo estudiar la propiedad de simetria en la elipse, la cual
ayuda al estudiante a comprender el por qué la longitud de la cuerda de un elipsografo
equivale a la longitud del eje mayor de la elipse. Esta conclusion pragmatica es
fundamental en el momento de inferir la ecuacion candnica de la elipse a partir de su

definicién bifocal que plantea que la suma de los radiovectores es igual a una constante.

El estudio de la simetria de la elipse, se realiza a partir del doblado de una hoja anexo
donde estéa calcada la curva, que por medio de una serie de preguntas dosificadas ayudaran

al estudiante a comprender esta propiedad.

Seccion 4: Relacién de los parametros a, b y ¢ de la elipse. item 3

Esta seccion tiene como objetivo estudiar la relacion pitagdrica que existe entre los
parametros a, b y ¢ de la elipse. Con ayuda del EDVI-Jardinero y utilizando la propiedad
de simetria de la elipse, se conduce al estudiante a observar que con un foco, el centro y el
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punto de interseccion del eje normal con la elipse (punto B) se puede formar un tridngulo

rectangulo, con catetos b, c, e hipotenusa a , como se observa en la figura de abajo.

La relacion pitagérica de los parametros a, b y ¢, se observa asi en el EDVI-Jardinero:

€2 2t 1o Eipadgrto deljadreroggh ﬂﬂ]
Avchivo Ecita Vista Apariencias Opciones Herrarientas Ventana Ayuda
‘ 'A«H/L};‘ l b‘,i G}J f) é’ N lAﬁCHL’J BJ Elige y Mueve: Arrastra o selecciona objetos (Esc)
L Ecr

A continuacion se detalla la afirmacion anterior, de acuerdo al cuestionario que los alumnos

tienen:

Pasa al item 3 del programa en el EDVI, y sigue los pasos a continuacion:
a) Mueve lentamente el punto P y ubicalo sobre el punto B.
En esta posicion los pedazos de cuerda FP y F'P son iguales debido a que la cuerda

es dividida a la mitad por la simetria de la elipse con el eje normal.

Como la longitud de la cuerda es igual a dos veces “a” entonces la mitad de la cuerda
es igual a “a” unidades, por lo tanto la distancia de un foco F o F’ al punto B es igual a
la longitud del semieje mayor, o sea “a” unidades.

b) Activa la casilla ~ Muestra parametros: a,b,c , ¥ observa que el triangulo

OBF’ es rectangulo, con catetos OB = b, OF'=c e hipotenusa F'B =a; entonces la
relacion pitagorica entre dichos parametros es:
a’=b’+c’

a=+b%+c?, b=+a?—c?, c=+a’—b?

Seccion 4 de la actividad 1-Relacion pitagorica de los parametros a, b y ¢ de la elipse
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Al final de la seccion se da un ejemplo numérico sobre el calculo de la longitud del semieje

- .y . s = 2 2 2 . . ..
mayor, utilizando la relacion pitagorica @“ =b“+C” | y se propone una serie de ejercicios

para controlar el avance de los estudiantes (Anexo VI).

Actividad 2: Movimiento planetario y la excentricidad de la elipse

Esta actividad plantea como problema en contexto el movimiento de los planetas Tierra y
Marte simulado en su respectivo EDVI (Movimiento planetario), para analizar y estudiar
otras caracteristicas de la elipse como lo es su excentricidad. También se pretende explorar
la traslacion entre el registro de representacion numérico y el geométrico, al relacionar el

valor de la excentricidad de una elipse con su “redondez”.

La actividad 2 (Anexo VII) se enmarca en los niveles I, 11 y 111 de Van Hiele, y se divide en
dos secciones, mas una serie de ejercicios propuestos para controlar el avance de los

estudiantes.

Seccion 1: Orbitas de los planetas Tierra y Marte

En esta seccion se motiva al estudiante a ver la importancia de la elipse en el movimiento
planetario de la Tierra y Marte, como uno de los grandes descubrimientos que enuncié
Kepler en una de sus tres leyes. A partir de la observacion del movimiento planetario
simulado en el EDVI-Movimiento planetario, se cuestiona al estudiante opinar sobre cual
Orbita planetaria parece ser méas redonda, ademas se pide registrar en el cuestionario los
datos de distancia mas lejana del Sol a un planeta (afelio), y mas cercana (perihelio).
Posteriormente, a través de preguntas dosificadas se encamina al estudiante armar un
sistema de ecuaciones lineales (SEL) 2x2, que involucren los parametros a y ¢ de la elipse
con los valores de afelio y perihelio. Con el conjunto solucion del SEL que son la longitud
de la semi-distancia focal “c”, y semieje mayor “a”, se pide finalmente calcular la relacion

c/a para cada una de las orbitas elipticas planetarias.

A continuacion se detalla la seccién 1 de la actividad 2:
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1. Seccién 1: Orbitas de los planetas Tierra y Marte
Abre en la carpeta Actividad 2 el archivo del “EDVI-Movimiento planetario” y da chc

Play / Pausa

en el boton || H y observa el movimiento de los planetas.

Marca con una palomita ™ la respuesta que creas correcta:

1. Ladistancia del Sol a la Tierra y del Sol a Marte, ¢es igual en todo el movimiento, o
varia? Nota: Observa los valores de las distancias en el recuadro inferior derecho de
la pantalla llamado “Datos de longitud”

oConstante OVaria

2. ¢Cudl de las dos Orbitas observas que es mas redonda?
OOrbita terrestre oOrbita marciana oLas dos son iguales

Dato historico

En 1609 Johannes Kepler (1571-1620), basado en las observaciones del astronomo
Tycho Brahe, enunci6 las leyes referentes a las oOrbitas de los planetas. Una de ella
establece que los planetas describen drbitas elipticas (en forma de elipse) alrededor del
Sol, en las cuales el Sol se encuentra en uno de los focos.

El modelo de orbitas elipticas de los planetas alrededor del Sol, derroc6 al modelo
geocéntrico de Ptolomeo que decia que la Tierra era el centro del universo, y también
explicar como el Sol parece estar mas lejos de la Tierra en el verano del hemisferio norte
(como podemos apreciar en México en el mes de Junio), época en la cual la Tierra se
encuentra en las zonas mas distantes de la 6rbita con respecto al Sol.

Definiciones: La distancia mas cercana de un planeta al Sol se le llama perihelio, y a la
mas lejana afelio.

a) Registra el valor aproximado de la distancia del Sol a la Tierra, mas lejano y

cercano, e igualmente con los valores de distancia del Sol a Marte, en el siguiente

recuadro
Afelio terrestre = (millones de km)
Perihelio terrestre = (millones de km)
Afelio marciano = (millones de km)
Perihelio marciano = (millones de km)

La aplicacién en el EDVI-Movimiento Planetario, sobre el movimiento simulado de los

planetas Tierra y Marte, se observa asi:
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Figura 25. Seccion 1 de la actividad 2-EDVI-Movimiento Planetario

3. Observa la siguiente grafica, y arma las ecuaciones que relacionan los parametros “a”
y “c” de la elipse, teniendo en cuenta que el Sol estd en uno de los focos, y que la los
vertices de la elipse son los puntos méas extremos de ésta.

e —

~
e N\

4 |

Perih erJ:J'cr: Afelio= !

2a

La ecuacidn de afelio y perihelio para un planeta es respectivamente:
Afelio=a+c, Afelio=a-c,

i o o o oOtra
Perihelio=a—-c Perihelio=a+c

4. EIl sistema de ecuaciones para el afelio y perihelio para el planeta Tierra, son
respectivamente:

a+c=147 a+c=152 a+c=249 a+c =207
- a—-c=152 - a—-c=147 - a—c=207 . a—c=249

5. Lasolucion para el sistema de ecuaciones correcto, del punto anterior es:
oa=2,c=150 na=150,c=2 nDa=228,c=21 na=21c=228

6. El sistema de ecuaciones para el afelio y perihelio para el planeta Marte, son
respectivamente:
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a+c=147 a+c=152 a+c=249 a+c =207
- a—-c=152 - a-c=147 - a—-c=207 - a—c=249

7. Lasolucion para el sistema de ecuaciones correcto, del punto anterior es:
oa=2,c=150 oa=150,c=2 nDa=228,c=21 Da=21c=228

8. Calcula la relacion de los parametros c y a, de cada planeta
Tierra Marte

| O
| o

Seccion 1 de la actividad 2- Cuestionario para un armar un SEL 2x2 del afelioy
perihelio planetario, para el calculo de la relacion c/a para cada planeta

Seccion 2: Excentricidad en la elipse

Esta seccion tiene como objetivo introducir el concepto de excentricidad en la elipse, por
medio del trazo simulado de varias curvas elipticas en el EDVI-Excentricidad, con un
mismo valor del semieje mayor “a” Yy diversos valores de la semi-distancia focal “c”. El
estudiante debe registrar en una tabla los valores de c y a de cada elipse trazada, calculando

su relacion c/a.
Por medio de preguntas dosificadas y el principio de minima ayuda sugerido en la didactica
. : . c
Cuevas & Pluvinage (2003), se conduce al estudiante a comprender que el pardmetro e =—
a

(valor de la excentricidad el cual oscila entre cero y uno), se relaciona con el grado de
redondez de la elipse, de modo que a entre mas cercano a la unidad sea el valor de “¢”, la
elipse es mas “ovalada”, y entre mas cercano a cero es mas circular. Al relacionar la parte
geométrica del grado de redondez de una elipse con un valor numérico permite al
estudiante fomentar la traslacion diversos registros de representacion como lo propone uno
de los puntos de la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), al menos los registros de

representacion numerico con el gréafico.
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El cuestionario de la seccion 2, también tiene como objetivo buscar que el estudiante,
clasifique a la circunferencia como un caso limite de la elipse, cuando su distancia focal es
cero. Para ello se pide al estudiante realizar un trazo en el EDVI de una elipse cuyos focos
estan uno encima del otro (en las mismas coordenadas). Este item es importante porque es
uno de los puntos del nivel Il del pensamiento geométrico de Van Hiele (Clasificacion),
donde el estudiante realiza clasificaciones de la curva estudiada.

Al final de la seccidn se hace una conexion entre la seccién 1y 2, al cuestionar nuevamente
al estudiante sobre que orbita planetaria es més redonda, y se espera una respuesta mas
formal donde relacionen el valor paramétrico de c/a calculado en la sesion uno, con el
grado de redondez de cada Orbita planetaria eliptica. Esta Gltima pregunta es importante en
el sentido que sabremos si el estudiante aplica el concepto de excentricidad asociado a un

valor numérico respecto del geométrico, en un caso real o contextualizado.

A continuacién se detalla la seccién 2, de la actividad 2:

2) Seccidn 2: Excentricidad en la elipse
Abre en la carpeta Actividad 2, el archivo “EDVI-Excentricidad”, y construye el trazo de
varias elipses con el elipsografo. La longitud de la cuerda del elipsografo sera de 20
unidades.
Recuerda que el eje mayor de la elipse mide lo mismo que la longitud de la cuerda, por
lo tanto el semieje mayor de la elipse a trazar es de 10 unidades.

Para construir las elipse lee y sigue los siguientes pasos:
Semieje mayor
a. Con el deslizador a=19  da clic sobre el punto y deslizalo hasta ubicar el

valor en a =10. Esta magnitud se va a mantener fija. También puedes digitar dentro de

la casilla en valor numérico+Enter.

b. Activa la casilla # Activa Rastro de E y separa los focos F y F’ 8 unidades es decir con
un ¢ =4 unidades.

c. Traza una elipse al mover el punto E lentamente, dando clic sobre éste y arrastrandolo
con el mouse.

d. Realiza el trazo de 3 elipse mas para: c=6, c=8y por ultimo c=9.5. Si desea borrar el
rastro, se debe dar clic en el boton | 8eraRasie |
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La aplicacion del trazo simulado de las elipse en Geogebra, se observa asi:

o m——— ]
Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Vista Grafica = Vista Grafica 2

Distancia del centro a los focos

¢=95

Semieje mayor
-  a=10

@ Activa Rastro de E

<&@

=

Entrada: @

Seccion 2 de la actividad 2-Trazo simulado de las elipses en el EDVI-Excentricidad

e. Observa cada elipse trazada y registra en la siguiente tabla los valores de c y a para cada
una de ellas. Luego calcula el cociente entre c y la longitud del semieje menor a.

Elipse c a cla
1 10
2 10
3 10
4 10

Tabla 2. Registro de valores ¢ y a para cada elipse

Responde a continuacién, marcando solo una de las siguientes respuestas, con una palomita
=
1. ¢Qué observas de la figura cada vez que ¢ es mas grande o se alejan los focos?

oLa elipse “se alarga o se hace mas ovalada” oLa elipse es mas “redonda”.

2. ¢Como varia el cociente c/a cada vez que se alejan los focos?
oSe acerca mas a la unidad (1) OSe acerca mas a cero.

3. ¢Qué concluyes al respecto del cociente c/a respecto de la “redondez” de la elipse?
oEntre mayor sea el cociente c/a, la elipse es mas “redonda”, y de lo contrario es mas
“ovalada”
oEntre menor sea el cociente c/a la elipse es mas “redonda”, y de lo contrario es mas
“ovalada”

4. ¢Que sucede si la distancia focal es cero, o sea si los focos estan uno encima del otro?
Borra el rastro de la Gltima elipse. Acerca los focos de modo que uno quede encima del
otro, para ello digita en la casilla de “Distancia del centro a los focos” la cantidad
0.001+Enter, y mueve lentamente el punto E con el mouse. ;Qué observas de la elipse
trazada?
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oLa nueva elipse es tan “redonda” que se considera una circunferencia
oLa nueva elipse se “alarga” demasiado
5. ¢Bajo qué condicion se considera que la circunferencia es una elipse?

Definicion:
La excentricidad e de una elipse se define como el cociente de la longitud focal, entre
la longitud del semieje mayor.

e= E
a
El parametro e mide justamente la redondez de una elipse. COmo c<a siempre,
entonces:
O<e=£<1
a
Entre mas pequefio sea el parametro c, la elipse es mas redonday,
Entre més grande sea el parametro c, la elipse es mas achatada
Cuando c=0 la elipse es una circunferencia.
6. De acuerdo al valor de la excentricidad de los planetas Tierra y Marte calculada en la
seccion 1, ;jqué Orbita eliptica es mas “redonda” y cual mas “ovalada”? Explica tu
respuesta

Seccion 2 de la actividad 2-Cuestionario de la actividad 2 para introducir el concepto
de excentricidad

Al final de la actividad 2, se propone una serie de ejercicios para reforzar y controlar el

avance de los estudiantes, sobre lo estudiado (anexo VII).
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Actividad 3: Ecuacidén algebraica de la elipse
Esta actividad se estructurd en tres partes: 1) Demostracion sintético-analitica de la
ecuacion candnica de la elipse, 2) Ecuacién canonica y general de la elipse con centro en el

origen, 3) Ecuacion candnica y general de la elipse con centro (h,k).

Las ecuaciones algebraicas desarrolladas en el presente trabajo, son aquellas que
geométricamente modelan la elipse con ejes focal y normal, paralelos a la abscisa y

ordenada respectivamente.

Actividad 3A: Demostracion sintético-analitica de la ecuacion candnica de la elipse

La forma mas comun de demostrar algebraicamente la ecuacion de la elipse y de forma
tradicional, se detalla en el anexo Ill. Sin embargo la propuesta del presente trabajo
pretende equilibrar la parte algebraica con la geométrica, enriqueciendo esta ultima. Para
ello se plantea una demostracion sintético-analitica de la ecuacién candnica de la elipse por
medio de la construccién geométrica del circulo osculador o anomalia excéntrica, la cual
proponen Contreras, Contreras, Garcia (2002) y el libro de Geometria Analitica dinamica

de Cuevas, Mejia, Pluvinage & Gonzalo (2005).

El objetivo de esta actividad es hacer que el estudiante participe de la demostracion
canonica de la elipse con ayuda del profesor, y relacione los registros de representacion

geométrico y algebraico, como lo propone la didactica Cuevas & Pluvinage (2003).

Debido a lo complejo que resulta al estudiante las demostraciones matematicas, se disefia
un cuestionario donde se divide el problema en sub-problemas que representen las
operaciones parciales constituyen tal demostracién, como la aplicacion de semejanza de

triangulos, despeje de ecuaciones, entre otras.

La actividad 3A, se estructuro en dos secciones gque se detallan en el anexo VIII, la primera
consiste en el trazo de una elipse utilizando el “EDVI-Elipse por medio del circulo
osculador”. La segunda pretende que el estudiante, participe del proceso matematico de
demostrar paso a paso la ecuacion candnica de la elipse a partir de la construccion del trazo
de la misma. La tercera propone realizar ejercicios de operacion inversa como lo sugiere

uno de los puntos de la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), por dicha razén al final de
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esta actividad, se realiza una retroalimentacion sobre ejercicios de operacion inversa que

muestra como hallar la ecuacion canédnica de la elipse dados sus pardmetros, y viceversa.

Actividad 3B. Ecuacion Canodnica y general de la elipse con centro en el origen

Esta actividad (Anexo IX) propone al estudiante desarrollar ejercicios de operacion inversa,
basado en las dos operaciones fundamentales de la Geometria Analitica (Lehmann, 1989, p.
32) como refuerzo a la actividad 3A donde se demostro la ecuacidn canonica de la elipse
con centro en el origen. La actividad 3B se divide en cuatro secciones, que se detallan a

continuacion:

Seccion 1: Interpretacion grafica de la elipse a partir de sus elementos

Esta seccion (Anexo IX, seccion 1) sigue uno del puntos de la didactica Cuevas &
Pluvinage (2003) de relacionar registros de representacion, que en este caso es del
algebraico al geométrico. EIl objetivo es interpretar la ecuacién canonica de la elipse con
centro en el origen, de modo que dados los elementos de la elipse (longitudes del eje mayor
y menor de una elipse), se espera que el estudiante halle la respectiva ecuacion canonica
que modela la curva, ademas las coordenadas de sus focos, veértices, y finalmente con ayuda
del “EDVI -Elipsografo” realice el trazo de dicha elipse.

X2

2
Seccion 2: Ecuacion Canonica de la elipse de la forma F+y—2=1

a

Esta seccion (Anexo IX, seccion 2) tiene como objetivo que el estudiante clasifique entre
una elipse horizontal y vertical (nivel 111 de Van Hiele). Al finalizar la seccién el estudiante
debe bosquejar una elipse vertical en el EDVI, simulando su trazo con un elipsografo, y
estudiar grupalmente las caracteristicas de la elipse horizontal y vertical, relacionando los

registros de representacion algebraica con el geométrico.

Seccion 3: Ecuacion general de la elipse

Esta seccion (Anexo IX, seccion 3) tiene como objetivo que el estudiante siga los diferentes

procesos de operacion inversa algebraicos, al pasar de la ecuacidn candnica de la elipse a la
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general, y viceversa. También pretende que el estudiante interprete a la elipse como una
ecuacion de segundo grado con dos incdgnitas, de cierto tipo o forma.

Seccion 4: Ejercicio en clase

Esta seccion (Anexo X, seccidn 4) consta de 9 items, que pretenden reforzar lo aprendido
en las anteriores secciones. Del item 1 al 4 se espera que el estudiante halle los elementos
de una elipse e interprete su grafica a partir de su ecuacion canonica. El estudiante puede

comprobar sus resultados de la gréafica con ayuda del “EDVI-Elipségrafo”.

Del item 5 al 8, se espera que el estudiante realice operaciones algebraicas inversas, para
hallar la ecuacién candnica de una elipse a partir de su ecuacion general, asi mismo obtener

las caracteristicas de la curva (pardmetros, forma) a partir de su ecuacion canonica.

El item 9 tiene como objetivo realizar la operacion inversa del item 1, donde se pide hallar

la ecuacion canonica de una elipse, a partir de su grafica.

Actividad 3C. Ecuacién candnica y general de la elipse con centro (h, k)
Esta seccion (Anexo X) tiene como objetivo que el estudiante realice ejercicios de
operacion inversa y relacione registros de representacion (geomeétrico y algebraico) como lo

propone uno de los puntos de la didactica Cuevas & Pluvinage (2003).
La actividad se estructur6 en 4 secciones, que son:

Seccidén 1: Traslacion de ejes coordenados

Esta seccion tiene como objetivo que el estudiante participe de la explicacion de la
traslacion de ejes, para posteriormente llegar a la ecuacion canonica de la elipse con centro
(h,Kk).

Seccidn 2: Ecuacion canonica de la elipse con centro (h, k) a partir de su

gréafica.

Esta seccion va del item 1 al 4, y tiene como objetivo que el estudiante relacione registros

de representacion de lo geométrico a lo algebraico. Dada la grafica de una elipse en el
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plano cartesiano, el estudiante debe extraer los valores de sus pardmetros y centro, para

hallar la respectiva ecuacion canonica de la elipse.

Seccion 3: Ecuacion general de la elipse con centro (h, k)

Esta seccion tiene como objetivo que el estudiante participe con el profesor de los procesos
de operacion inversa algebraicos, al pasar de la ecuacion canonica de la elipse a la general,
y viceversa. Al final se realiza una participacion grupal sobre las caracteristicas de la

ecuacion general de la elipse.

Seccidn 4: Determinacion de parametros y grafica de la elipse con
centro (h, k), a partir de su ecuacion candnica

Esta seccidn es la operacion inversa de la seccidn 2 y consta de 5 items, que tienen como
objetivo que el estudiante relacione el registro de representacion algebraico al geométrico,
que consiste en dada la ecuaciéon candnica de la elipse, el estudiante debe hallar los
diferentes pardmetros de la curva, y bosquejar su grafica con ayuda del “EDVI-
Elipsografo”. Por medio del programa el estudiante puede verificar sus resultados, al

comprobar que la ecuacion de la elipse bosgquejada sea la misma planteada en el item 1.

3.1.3. Postest
Con el postest se pretende analizar el rendimiento de los estudiantes respecto a los
conocimientos adquiridos en las actividades, y que habilidades adquirieron respecto de las
deficiencias que presentaron en el test diagnostico. El rendimiento se calificard de acuerdo
a las preguntas acertadas del postest comparadas con las aquellas que tienen el mismo

objetivo en las actividades, y prueba diagndstico.

El postest consta de 16 items (Anexo XI), similares a los ejercicios propuestos en las
actividades, que siguen uno de los puntos de la didactica Cuevas & Pluvinage (2003) de

iniciar con un problema en contexto, que se presenta a continuacion:

Se va a remodelar el conjunto residencial Villas de Chalco, con la construccion de un gran
jardin y una alberca en forma de elipse. Para construir el jardin contratan un jardinero, y le

piden construir el mayor jardin eliptico que se pueda inscribir en la zona verde rectangular
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de20x 12 m.

Para la construccion de la alberca se contrat6 un ingeniero el cual calcul6 que la posicion

de ésta obedece a la ecuacion 25x* +16y* —300x + 256y +1524 =0

Problema en contexto para el postest

El problema en contexto o proyecto de accion practica gira en torno al trazo eliptico de dos
curvas para la construccion un jardin y una alberca. En primera instancia, el estudiante debe
simular en el EDVI-EI Jardinero y el Ingeniero, el trazo de un jardin eliptico en una zona
rectangular, y partir de la grafica el estudiante debe responder, el cuestionario disefiado
para conducir la actividad, del item 1 al 6, donde se pide hallar las coordenadas del centro
de dicha elipse, sus pardmetros, modelo algebraico, y finalmente el célculo de su

excentricidad. A continuacion se detallan los seis primeros items:

1. Abre el archivo EDVI llamado “El jardinero y el ingeniero” y dibuja la mayor elipse
(jardin) que se pueda inscribir sobre el rectangulo verde. Para ello, ubica el centro del
elipségrafo en todo el centro de la zona rectangular. ¢Cuales son los valores de las
coordenadas para el centro del jardin eliptico?
oh=8k=-12 oh=-12,k=8 oh=-8 k=12 oh=-12,k=-8

2. ¢Cual es la longitud del semieje mayor y menor de la elipse trazada por el jardinero?
oa=20,b=12 oa=12,b=20 oa=6,b=10 oa=10,b=6

3. ¢(Cuél es la longitud de la semi-distancia focal?(para calcularla utiliza la relacién
pitagorica a® =b*+c?)
oc=16 oc=4 oc=64 oc=8

4. ¢Cual de las siguientes ecuaciones canonicas, modela la elipse del jardin eliptico?

0 (x+12)? N (y—8)° _q

36 100
2 2
O (x-12) +(y+8) 1
100 36
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- (x+12)? N (y—8)° _q

100 36
2 2
O (x-12) +(y+8) 1
36 100

5. ¢Laelipse es horizontal o vertical? Explica tu respuesta

6. Calcula la excentricidad del jardin eliptico, y marca con una palomita la opcion

correcta.

oe=

NlO
wl o

4
oe=— goe= oe=
5

Items 1 al del postest-De la grafica a la ecuacion candnica

En segunda instancia, como lo sugiere la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), se propone
del item 7 al 13 realizar la operacién inversa a los a los 6 primeros items. El estudiante en
esta parte debe realizar operaciones algebraicas para obtener la ecuacion canonica de una
elipse a partir de su ecuacion general (ecuacion de la alberca eliptica). Posteriormente se
debe hallar los elementos y parametros de la elipse a partir de la ecuacion canonica, para
que el estudiante interprete la elipse graficamente, realizando su respectivo trazo con ayuda
del EDVI. Finalmente en el item 13 el estudiante debe calcular la excentricidad para la

alberca en forma de elipse.

7. Si la ecuacion hallada por el ingeniero para la alberca en forma de elipse fue
25x* +16Yy° —300x + 256y +1524 = 0. Describe las caracteristicas que explique por qué

es la ecuacion general de una elipse.
Caracteristicas del porque es la ecuacion general de una

elipse:
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Para la anterior ecuacion, realiza el procedimiento algebraico que permita llegar de la

ecuacion general a la candnica de dicha elipse, y marca con una palomita la respuesta

correcta:

2 2
g x+6° (-8 _,
16 25

2 2
O (-8 (y+8° _,
25 16

2 2
O (=67  (y+87
16 25

2 2
(x+6) +(y+8) 1
O 25 16

Procedimiento para llegar a la ecuacion canonica:

8. ¢Cuales son los valores de las coordenadas para el centro, de la alberca eliptica?
oh=6,k=-8 oh=-6,k=8 oh=8k=-6 oh=-8k=6

9. ¢Cual es la longitud del semieje mayor y menor de la elipse trazada?
oa=16,b=25 oa=256,b=625 oa=4,b=5 oa=5b=4

10. (Cudl es la longitud de la semi-distancia focal?(para calcularla utiliza la relacion
pitagorica a® =b*+c?)
oc=9 oc=34 oc=3 oc=1

11. ¢La elipse es horizontal o vertical? Explica tu respuesta

12. Construye con el elipsdgrafo en GeoGebra la alberca en forma de elipse, utilizando las

respuestas a las preguntas 8, 9y 10. ;Cual de las siguientes figuras representa alberca
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en forma de elipse construida por el ingeniero?

O O

13. Calcula la excentricidad de la alberca eliptica, y marca con una palomita la opcion

correcta.

gl w
O
D
Il

Ao
|
@D
1

w| o

4
oe=— oe=
5

items 7 al 13 del postest-De la ecuacion general a la gréafica

El item 14 consiste en evaluar si el estudiante comprende el concepto de excentricidad, al
comparar el grado de redondez entre las elipse trazadas (jardin y alberca) relacionadas con

los respectivos valores numéricos de excentricidades calculados en los items 6 y 13.

14. ; Cual de las dos elipses es mas redonda, la del jardin o la alberca? Explica tu respuesta.

item 14 del postest-Relacion entre registros de representacion numérico con el gréafico
al aplicar el concepto de excentricidad
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El item 15 pretende explorar la destreza de los estudiantes para determinar las coordenadas

de puntos especificos en una elipse dados sobre el plano cartesiano.

15. Las coordenadas de los focos y vértices de la elipse de la alberca son:
O F'(6' _5) y F(G!-ll)! VI(6!-3) y V(61-13)

oF(-5,6) y F(-11,6); V(-3,6) y V'(-13,6)

o F(6,—4) y F(6,-12); V(6,-3) y V'(6,-13)

0F(6,—-3) y F(6,-13); V(6,-5) y V'(6,-11)

Item 15 del postest-Coordenadas de focos y vértices en la elipse

Por altimo, el item 16 consiste en una pregunta abierta, que pretende evaluar la aplicacion
definicion de la elipse como lugar geométrico. Para ello se propone el siguiente problema

en contexto:

16. Gina, Héctor y Alfredo realizan una competencia en la alberca eliptica, que consiste
en partir nadando de un foco de la elipse, tocar luego un punto cualquiera sobre la
misma y por ultimo llegar nadando al otro foco. Todos toman trayectorias diferentes

como se muestra en las siguientes figuras:

Alfredo Gina Héctor

Ao v T2 Ts T4 s e 7 '8 s 10 4 o 1 ‘2 '3 4 '5 6 7 '8 '8 10 Va0 50 17 18 1 1816 SN 18 19 i

Al final de la competencia gané Gina, sin embargo Alfredo argumenta que no es justo

porque el recorrido mas distancia que Gina, Héctor argumenta que la mayor distancia la
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recorrié él mismo, porque dio vuelta hacia atrds y luego se dirigio al otro foco. Sin
embargo, Gina dice que fue justo porque todos recorrieron la misma distancia en

diferentes trayectorias ¢Quién tiene la razon? Explica tu respuesta.

Item 16. Aplicacion de la definicion de elipse como lugar geométrico

Se espera que el estudiante analice el problema, y haga uso de la definicion de la elipse
como lugar geométrico estudiada en la actividad 1. Una respuesta 0ptima para este item, es
que Gina tiene la razon porque si todos los participantes parten de un foco de la alberca en
forma de elipse, luego tocan un punto de la orilla de la alberca eliptica y finalmente llegan
al otro foco, van a recorrer la misma distancia, ya que la suma de las distancias de un punto

cualquiera sobre la elipse a dos puntos fijos llamados focos siempre es la misma.

3.2.  Disefio de la aplicacion de los instrumentos y actividades en la poblacién
estudio
La secuencia didactica propuesta en el trabajo exigié reunir ciertos criterios para su
aplicacion con el fin de obtener resultados mas precisos y acordes con las caracteristicas
para quienes fue construido. Para la aplicacion de los instrumentos y actividades se eligié
un grupo de 11 estudiantes de IV semestre de preparatoria del Centro Educativo Damian, el
cual esta ubicado en Valle de Chalco del Estado de México. La directora autorizo realizar la
experimentacion, y ofrecid los recursos de la institucion, entre ellos la sala de informatica

con una capacidad de computador por estudiante.

Se programd un plan de trabajo, organizado en la Tabla 6. Posteriormente, el investigador
recogié la informacion a partir de una entrevista con el maestro de Matematicas encargado
del grupo, quien afirma que por falta de tiempo, no pudo haber presentado el tema de la
elipse e hipérbola en el semestre anterior segin lo pide el programa curricular de la SEP,
pero afiadié haber visto temas previos para la ensefianza de las cénicas, como resolver

ecuaciones de segundo grado y completar el trinomio cuadrado perfecto.
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Sesion Fecha Hora Actividad

1 17 /Junio /2013 | 10-12 | Presentacion, aplicacion del diagnostico de
conocimientos y adecuacion del software

2 19/Junio /2013 | 11-13 | Aplicacion de la actividad 1 (primera parte)

3 20/ Junio /2013 | 12-14 | Aplicacion de la actividad 1 (segunda y tercera
parte)

4 21 /Junio /2013 | 12-14 | Aplicacion de la actividad 2

5 24 /Junio /2013 | 8-10 | Aplicacion de la actividad 3A

6 25/Junio /2013 | 12-14 | Aplicacion de la actividad 3B

7 27 [ Junio /2013 | 11-13 | Aplicacion de la actividad 3C

8 03 /Julio / 2013 8-10 | Aplicacion de la evaluacion

Tabla 6. Plan de trabajo para la experimentacion

El tema se desarroll6 en un tiempo de 12 horas segun lo establecido en el programa

curricular de la SEP, en cada actividad se emple6 dos horas, desde la segunda hasta la

séptima sesion. Para la primera y Ultima, fueron 4 horas adicionales que fueron destinadas

para realizar el diagndstico, la instalacion de los programas en la sala de computo, y la

evaluacion.

Para la experimentacion, fue necesario disponer de una sala de informatica con una

cantidad de computadores suficiente para que cada estudiante ocupara uno (Figura 26). En

la recoleccion de datos y andlisis de los mismos se designaron los siguientes instrumentos:

» Hojas de trabajo de los estudiantes: Alli el estudiante responde a los puntos de cada

guia de actividades, asi como el diagndstico y evaluacion.

= Video grabaciones: Este material video grabado son fragmentos de videos (poco

extensos), que son requeridos para observar detalladamente el desarrollo de momentos

clave en las sesiones de trabajo. En este material se identifican aspectos relacionados

con el actuar de los estudiantes durante el desarrollo de las actividades y en el ambiente

computacional. Se centra la atencion en la participacion de los estudiantes en cuanto a

respuestas y preguntas, asi como en las expresiones de los estudiantes que se ponen de

manifiesto en torno a una experimentacion o situacion determinada.
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» Bitacora: son observaciones detalladas y registradas en un cuadernillo, sobre las
dificultades, intervenciones o interpretaciones que presentaban los estudiantes a medida

que desarrollaban las actividades.

Figura 26. Ambiente computacional de trabajo

3.3. Descripcion de las sesiones de experimentacion
En general para cada sesion los estudiantes recibieron individualmente una guia impresa de
la respectiva actividad y cada uno trabajé con un computador en los EDVI’s para

responder a las preguntas de cada cuestionario.

3.3.1. Descripcion de la sesion 1
En la primera sesién, con la colaboracion del profesor de informatica encargado se cre6 una
cuenta de Windows llamada “Geogebra” la cual restringia el uso de internet con el fin de
evitar que los estudiantes tuvieran distracciones (desventaja de ciertas TIC). Se instald el
programa de Geometria dindmica Geogebra en cada computador y se guardd en su
escritorio una carpeta con el nombre “Actividades Elipse-CED”, que contenia a su vez tres

carpetas mas con los cuestionarios en PDF y los respectivos EDVI’s sobre la elipse.

Se hizo la presentacién al curso de estudiantes de 1V semestre de preparatoria, a quienes se
les explico el plan de trabajo vy las actividades a desarrollar. Ese mismo dia se realizo el test

diagnéstico de conocimientos a 10 de 11 estudiantes, con una duracion de una hora y no
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requirio del uso del software; los estudiantes respondieron individualmente y no tuvieron

dificultad en entender el formato del cuestionario.

3.3.2. Descripcion de la sesion 2
Antes de iniciar con el cuestionario de la actividad 1, se dio una informacion breve de la
elipse como conica, de manera que el profesor mostré un cono de plastilina y realizé varios
cortes sobre éste, obteniendo cuatro curvas distintas (circunferencia, elipse, parabola,
hipérbola); con ello se logro visualizar las figuras conicas entre ellas la elipse (nivel | de
Van Hiele).

Posteriormente, se da una explicacion a los estudiantes que a dicha curva obtenida por un
corte trasversal a un cono (corte no paralelo a una de las generatrices del cono) se le
denomina elipse. Los estudiantes comprendieron facilmente por qué la elipse se le define
como figura cénica al asociarla con el cono. La forma de explicar el por qué la elipse es una
curva coénica a partir de una accion en contexto, sigue uno de los puntos de la didactica
Cuevas & Pluvinage (2003), la cual propone que nunca se debe partir del concepto o
definicion, sino brindar al estudiante herramientas e informacion que le permita construir su

propio conocimiento.

Una vez realizado el corte al cono y hacer observaciones sobre la accion descrita, se
procedié al desarrollo de la actividad 1, en la cual participaron 9 de 11 estudiantes. La
reaccion de muchos estudiantes fue explorar el programa y al comienzo no seguir
exactamente las medidas que se pidieron para trazar la elipse; también exploraron funciones
del software de geometria dindmica, donde cambiaban el color al rastro. Se desarrollaron 2
de 4 secciones debido a un evento extra-escolar, por lo que se debi6 suspender el desarrollo
de la actividad.

3.3.3. Descripcion de la sesion 3
En esta sesion se desarrollaron las dos Ultimas sesiones de la actividad 1. Debido a los
resultados presentados en el test diagnostico de conocimientos, el profesor considerd
pertinente intervenir para explicar el teorema de Pitagoras, y proponer ejercicios practicos

de refuerzo al final de la actividad.
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3.3.4. Descripcion de la sesion 4
En esta sesion, participaron 10 de 11 estudiantes, que desarrollaron la actividad 2. Se
observo un mejor dominio de la herramienta por parte de los estudiantes, donde de forma
interactiva con los EDVI’s respondian simultineamente el cuestionario propuesto, que tenia
como objetivo introducir el concepto de excentricidad a partir de la aplicacion simulada del

movimiento planetario.

3.3.5. Descripcion de la sesion 5
Debido a actividades extra-escolares, en esta sesion asistieron 6 estudiantes, los cuales
participaron junto con el maestro sobre la demostracion geométrico-analitica de la ecuacion
canonica de la elipse con centro en el origen propuesta en la actividad 3A. Para las
deficiencias de temas prerrequisito observadas en el andlisis de las prueba diagndstico, se
considerd pertinente, por parte del maestro, dar una explicacion previa sobre semejanza de
triangulos, y ejercicios practicos de completar el trinomio cuadrado perfecto como refuerzo.
Para el desarrollo de las actividades utilizd el respectivo EDVI acompafiado del

cuestionario en medio fisico, y el pizarrén.

3.3.6. Descripcion de la sesion 6
En esta sesion participaron 11 estudiantes, pero debido a la inasistencia de algunos de ellos
en la sesion anterior, se considerd pertinente por parte del maestro dar un repaso acerca de
la interpretacion de la ecuacion candnica de la elipse y se realizaron ejercicios sobre
completar el trinomio cuadrado perfecto, con el fin de reforzar las deficiencias
cognoscitivas presentadas en el diagndstico y asi poder dar comienzo a la actividad 3B. Se
uso el respectivo EDVI desarrollado en el software de geometria dinamica, y el pizarron

como herramientas de trabajo.

3.3.7. Descripcion de la sesiéon 7
En esta sesion se desarrollé la actividad 3C, en la que participaron 11 estudiantes. Se uso el

software de geometria dinamica Geogebra Y el pizarron, como herramientas de trabajo.
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3.3.8. Descripcion de la sesion 8
En esta sesion participaron 11 estudiantes, y se desarrollé la actividad final que consistio en
aplicar un postest, con el fin de observar el rendimiento y evolucion de los estudiantes
sobre los conocimientos aprendidos en las actividades interactivas. Para el desarrollo de la
postest los estudiantes hicieron uso del software de Geometria dinamica Geogebra y la
calculadora. Participaron once estudiantes y el tiempo de trabajo fue de dos horas.

3.4. Analisis de los datos
La informacién fue recolectada a través de las guias de cada actividad en medio fisico. El
analisis de los instrumentos se realizd calificando los aciertos de los estudiantes en la
postest para ver el desempefio respecto de las actividades y test diagnostico. Al final se
realiza una estadistica para observar un panorama general de los resultados, y en algunos

casos se describe el proceso desarrollado por algunos estudiantes en determinados items.

Para hacer referencia a los estudiantes, ellos se codificaran como E1, E2, E3, E4, E5, E6,
E7,E8, E9,E10y E11.
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Capitulo I'V. Andlisis de resultados

En el presente capitulo se describen los resultados obtenidos en cada una de las etapas, asi

como algunas conclusiones a las que se pudieron llegar basandose en dichos resultados.

4.1. Resultados del test diagndéstico

El test diagnostico se realizo con el objetivo de detectar las deficiencias de prerrequisitos en
los estudiantes sobre conceptos de aritmética, geometria, lugar geométrico, trigonometria
(semejanza de triangulos y teorema de Pitagoras), ubicacion de coordenadas en el plano
cartesiano y algebra (trinomio cuadrado perfecto), los cuales fueron necesarios para el
desarrollo de la actividades y el postest. EI andlisis de resultados describe algunas
respuestas y al final se realizd una estadistica sobre los aciertos. A cada respuesta correcta
se le asigno una puntuacion de 1, mientras que a cada respuesta incorrecta se le asigné el
valor de 0, sin embargo, para algunos reactivos se exponen las respuestas o procedimientos

desarrollados por algunos estudiantes.
Los reactivos se dividieron en 5 bloques, cuyos resultados se presentan a continuacion:

El blogque 1 presenta reactivos sobre conceptos de Geometria basica (item 1 y 3). El
reactivo 1 se orientd a determinar si el estudiante interpreta graficamente un segmento,
respondiendo con un Si a los graficos que lo son, y NO en caso contrario. Se registré que 3
de 10 estudiantes respondieron correctamente, mientras que los demas presentaron
conceptos erréneos en la interpretacion grafica de un segmento; una interpretacion erronea
comun de los estudiantes sobre como es un segmento graficamente, es que lo asocian a

cualquier grafica que represente una linea recta.

El reactivo 3 se orient6 a determinar si el estudiante identifica qué figuras representan un
lugar geométrico en el plano, el cual necesario para comprender la condicién de los puntos
gue conforman la elipse. Todas las figuras representan lugares geométricos y se observo
que en su totalidad, los estudiantes no interpretan que figuras lo son; algunos sefialan que la
elipse si es un lugar geométrico pero luego una parabola no, evidenciando que no tienen un
concepto claro. En comun, 4 de 10 estudiantes interpretaron que solo las figuras cerradas

(triangulo, circunferencia, cuadrado, elipse y pentagono) representan lugares geométricos.
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El bloque 2 presenta reactivos sobre conceptos de Trigonometria (item 2 y 4). El reactivo 2
se orientd a determinar si el estudiante conoce los criterios de semejanza de triangulos, y
establece relaciones numéricas o algebraicas entre sus lados en caso afirmativo. Este
concepto es necesario como apoyo en la demostracion de la ecuacién candnica de la elipse,
mediante el uso de la construccion geométrica del circulo osculador. Se evidencié que 2 de
10 estudiantes respondieron acertadamente, pero sin expresar las proporciones que existen
entre los lados del triangulo. En otros casos, 4 de 10 estudiantes, respondieron

acertadamente pero solo en los casos numéricos a) y d) del reactivo.

El reactivo 4 se orientd a determinar si el estudiante resuelve operaciones aritméticas y
algebraicas relacionadas con el teorema de Pitagoras, necesarias para el célculo de los
pardmetros a, b y ¢ de la elipse propuesto en diversos items de las actividades y postest. Se
evidencio que 5 de 10 estudiantes resuelven operaciones aritméticas aplicando el teorema

de Pitagoras, resolvieron los problemas numéricos pero fallaron en los casos algebraicos.

El blogue 3 presenta un reactivo sobre el plano cartesiano (item 5). El reactivo 5 tuvo
como objetivo explorar si los estudiantes son capaces de determinar la abscisa y la
ordenada de puntos en el plano cartesiano, el cual es necesario para ubicar y determinar
puntos como el centro, focos y Vvértices de la elipse. Se evidenci6 que 7 de 10 estudiantes
determind correctamente las coordenadas de cinco puntos cartesianos. Un error comun
encontrado en 2 de 10 estudiantes, fue en que confunden la ordenada y la abscisa, pues para

el punto D, cuyas coordenadas son (—2,0), lo determinan como D(0,-2).

El blogue 4 sobre algebra (item 6) se orientd a determinar si los estudiantes completan el
trinomio cuadrado perfecto en una expresion algebraica, necesario para expresar la
ecuacion general de la elipse a su forma candnica. Se evidencio que los estudiantes no
realizaron las operaciones de completar el trinomio cuadrado perfecto. Solo 2 de 10
estudiantes intentaron resolver el problema, interpretando el resultado como la solucion de

una ecuacion cuadratica desarrollada por la férmula general.

El test diagndstico dio resultados que indican que los estudiantes presentan un nivel bajo-

regular de conocimientos previos para las actividades y el postest. Se evidencié en los
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estudiantes un grado de dificultad en la parte algebraica, trigonométrica y geométrica, por
lo que fue necesario considerar en el disefio de las actividades interactivas un repaso previo

sobre los temas previos. La Figura 27 resume los resultados del test diagndstico.

Aciertos y fallos en el test diagndstico
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Figura 27. Resultados del test diagndéstico

4.2. Analisis de resultados de la actividad 1
La actividad 1 fue disefiada con el objetivo de introducir la definicion de elipse como lugar
geométrico e identificar los parametros mas relevantes y propiedades. La actividad se

dividié en 4 sesiones, de las cuales se analizara los resultados de las sesiones 1, 3, y 4.

-En la sesion 1 se pretende que el estudiante construya la definicion de la elipse como lugar
geomeétrico a partir de una actividad en contexto y respondiendo a una serie de problemas
dosificados como lo propone la didéctica Cuevas & Pluvinage (2003). Se espera que el
estudiante reconozca a partir de la grafica trazada de la elipse, la condicién de que la suma
de sus radiovectores es igual a una constante equivalente a la longitud de la cuerda, lo cual

caracteriza a la elipse como lugar geométrico.

Después de que cada estudiante interactué con el EDVI-Jardinero, y respondié cada punto
de la sesion 1 en el cuestionario, se evidencio que 8 de 9 estudiantes interpretaron e
identificaron adecuadamente la condicién de lugar geometrico de la elipse; sin embargo, lo

hacen de una manera no formal, es decir, que no menciona elementos de la elipse como los
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son los radiovectores, sino que asocian éstos a medidas de objetos fisicos como las
magnitudes de los pedazos de cuerda. Esto es algo esperado puesto que la primera actividad
esta disefiada en un nivel 1y Il de Van Hiele, donde el estudiante apenas reconoce la curva
y sus elementos, que en algunas ocasiones los compara o referencia a objetos fisicos
(radiovectores por cuerdas, focos por puntos o estacas). Unas de las respuestas del item 3
de los estudiantes al redactar la condicion de lugar geométrico de la elipse fueron las

siguientes:
Estudiante E1: “la longitud de los pedazos de cuerda debe ser igual a 10 unidades”

Estudiante E3: “que las cantidades son diferentes pero que al sumar den 10 o sea siempre

constantes”

Para esta primera seccion, un estudiante no respondié debido a su inasistencia. 1 de 11
estudiantes no interpretd la condicion de lugar geométrico esperada a partir de la

experiencia con el EDVI. Su respuesta fue la siguiente:

Estudiante E11: “que la longitud de la cuerda siempre seria 10 y que cuando una de la

cuerdas aumente la otra disminuye proporcionalmente”

Lo anterior evidencia que la estudiante E11 comprende la condicién de lugar geométrico de
la elipse, pero no posee el vocabulario necesario, relacionando los cambios en las
magnitudes de los pedazos de cuerda proporcionalmente, lo cual es una malinterpretacion y

no es acorde al objeto de estudio.

-En la sesidn 3 se pretende que el estudiante explore la propiedad de simetria de la elipse y
al final completar la redaccion de la condicién de lugar geométrico de la elipse de manera

mas formal.

Se evidencié que 8 de 11 estudiantes, identificaron la propiedad de simetria en la elipse
mediante el doblado de una hoja con la curva eliptica calcada. Una de las respuestas de la

sesion 3, sobre la interpretacion de la simetria en la elipse, fue:
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Estudiante E3: “porque va pasando por los mismos puntos de interseccion y son iguales en
ambas partes”. De nuevo un vocabulario inadecuado pero en entrevista personal si utiliza el
concepto de simetria al hacer coincidir punto a punto una mitad de la elipse respecto de la

otra.

Sin embargo so6lo 3 de los 8 estudiantes que identificaron la propiedad de simetria en la
elipse, lograron aplicarla para poder relacionarla con la definicion de lugar geométrico de la
de la misma, de modo que al final completaron una redaccion mas formal, como se puede

apreciar en la Figura 28

FP 4 IFP = conslanic= longitud de la cuerda
F 4 P =V

—cn —— S >y ”
FT+TP= constanie - longiud  de €F mMalpr

~ |
|

Figura 28. Definicion formal de la elipse como lugar geométrico por una estudiante E3

Sélo 1 de 11 estudiantes no interpreta correctamente la propiedad de reflexién de la elipse,

su respuesta fue la siguiente:
Estudiante E11: “porque es la misma proporcion de la figura”.

Aqui, nuevamente la estudiante E11 utiliza de manera equivocada el concepto de

proporcionalidad para justificar la simetria de la elipse, pero si reconoce la propiedad.

-Por altimo en la sesion 4, todos los estudiantes comprendieron la relacién pitagorica entre
los parametros a, b y ¢ de la elipse, sin embargo, en los ejercicios propuestos 3 de 11
estudiantes no relacionaron correctamente algunos elementos de la elipse con dichos
parametros, es decir no asociaban que el valor del semieje mayor se le asigna al pardmetro

“a”, a pesar de tener claro el realizar operaciones con el teorema de Pitagoras.

La Figura 29, nos muestra el resumen de resultados de la actividad 1.
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Resultados de la actividad 1
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Figura 29. Resultados de la actividad 1

4.3. Analisis de resultados de la actividad 2

La actividad 2 fue disefiada con base en los conocimientos de un nivel 11y I11 de Van Hiele.
Como lo sugiere la didactica Cuevas & Pluvinage (2003), el estudiante es quien debe
construir el concepto matematico a partir de un problemas en contexto y ejercicios
dosificados, por lo que en esta actividad se parte del movimiento planetario, y del trazo de
elipse con el EDVI, de modo que el estudiante relacione el registro de representacion
numérico del valor de la excentricidad de la elipse con su respectivo registro de

representacion grafico, diferenciando entre una elipse y otra por su grado de redondez.

Haciendo uso del concepto de excentricidad el estudiante puede realizar clasificaciones de
elipses de acuerdo a su grado de redondez, e interpretar la circunferencia como un caso
especial de la elipse. El realizar clasificaciones es una caracteristica de un nivel 111 de Van

Hiele.

La actividad 2 se divide en dos secciones:

104



-La primera seccion consiste en que el estudiante a partir de la visualizacion, compare el
grado de redondez entre las trayectorias planetarias de la Tierra y Marte, luego recolecte
datos numeéricos para armar un sistema de ecuaciones lineales que involucren como
variables el semieje mayor y semi-distancia focal de las trayectorias elipticas, y finalmente

calcular los respectivos valores de excentricidad.
Los resultados de la sesion 1, fueron los siguientes:

8 de 11 estudiantes realizaron operaciones algebraicas en la resoluciéon de sistemas de
ecuaciones lineales. Lo anterior implica que el estudiante recolectd datos, armé un sistema
de ecuaciones lineales a partir del problema en contexto del movimiento planetario, y

resolvio algebraicamente el sistema de ecuaciones lineales.

1 de 11 estudiantes no responde por inasistencia. 2 de 11 estudiantes no construyeron
correctamente un sistema de ecuaciones lineales y tuvieron dificultad en su resolucion, por

lo tanto, no obtuvieron los valores de excentricidad para cada orbita eliptica planetaria.

-La seccion 2 consiste en construir el concepto de excentricidad a través de la interaccion
con el EDVI-Excentricidad, y la resolucion de problemas dosificados que promueven al
estudiante a una mejor comprension. Se observo que los estudiantes construyeron el trazo
de varias elipses de diferentes distancias focales pero con una longitud constante del

semieje mayor, en el respectivo EDVI.

De la experiencia de construir en el EDVI una elipse cuya distancia focal es cero, se obtuvo
una circunferencia. 8 de 11 estudiantes para el item 11, clasificaron la circunferencia como
un caso especial de la elipse, interpretdndolo de diversas formas. Una de las justificaciones

fueron:

Estudiante E6: “c/a=0 se va haciendo méas redonda al limite que parece una

circunferencia”
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Estudiante E4: “Se obtiene una circunferencia como trazada con un compas”, refiriéndose a
que la circunferencia se obtiene cuando una elipse tiene los focos uno encima del otro, lo

que hacer ver el elipségrafo (método del jardinero) como un compas.

El realizar clasificaciones de una curva le permite relacionar registros de representacion
(algebraico y numeérico), al interpretar que la circunferencia es una elipse con una

excentricidad igual a cero.

El item 12 consistia en comparar los valores numericos de las excentricidades de la drbita
eliptica de la Tierra con la de Marte, que fueron calculadas en la seccién 1, y con base en
dichos valores concluyeran cudl de las érbitas elipticas es la mas redonda. Al final de la
experiencia, 5 de 11 estudiantes aplicaron correctamente el concepto de excentricidad al
establecer relaciones entre los registros de representacion numérico y geométrico, es decir,
que asociaron el valor numérico de las excentricidades calculadas de las orbitas elipticas,
con su grado de redondez en un problema contextual real. Algunas de sus conclusiones

fueron las siguientes:

Estudiante E2: “La tierra porque tiene menor excentricidad la excentricidad de la tierra es

0.016 y la de marte 0.092 por lo tanto la tierra es mas redonda”.

Se puede observar que su respuesta es correcta, pero no formal. El estudiante asocia que
para un valor de la excentricidad menor que otro, implica que la oOrbita eliptica es mas
redonda, sin embargo, su redaccidn al final da la impresién que se refiere a la redondez de
la Tierra mas no de su Orbita eliptica, pero eso no le demerita que aplico correctamente el

concepto de excentricidad.

Estudiante E6: “que mientras mayor excentricidad sera mas ovalada, que es este caso

Marte, y la Tierra es mas redonda”, refiriéndose a la redondez de su orbita eliptica.

El caso contrario, 5 de 11 estudiantes aplicaron incorrectamente el concepto de

excentricidad de la elipse. Una de las respuestas fue la siguente:
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Estudiante E9: “la tierra es mas larga y la de Marte es mas redonda porque la
excentricidad es mayor que la tierra”. Se observa que el estudiante interpretdé mal el

concepto, pues a mayor excentricidad la érbita deberia ser mas ovalada.
Solo un estudiante no respondio, debido a su inasistencia a la sesion.

La Figura 30, nos muestra el resumen de los resultados més relevantes de la actividad 2, de
los cuales se puede concluir que la mayoria establecen correctamente relaciones entre
registros de representacién numérico con el algebraico, en el sentido que utilizan el valor
numérico de la excentricidad para diferenciar entre dos elipse por su grado de redondez, y

realizar clasificaciones.

Resultados de la actividad 2
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Figura 30. Resultados de la actividad 2
4.4. Analisis de resultados de la actividad 3
Esta actividad se dividio en tres sub-actividades: actividad 3A, actividad 3B, y actividad
3C.
Analisis de resultados de la actividad 3A

Esta actividad esta compuesta por 2 secciones destinadas a trabajar con el modelo de la

ecuacidn candnica de la elipse. En la primera seccion los estudiantes interactuaron con el
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respectivo EDVI, realizando el trazo de la elipse por medio de la construccion geométrica
del circulo osculador, de la cual identificaron los pardmetro, a y b de la elipse.

En la seccion 2, los estudiantes demostraron mediante el planteamiento de problemas
dosificados y con ayuda del maestro, la ecuacion canonica de la elipse con centro en el
origen. Por ultimo se estudié en grupo, un ejercicio que consiste en hallar la ecuacion
candnica de la elipse, dados los parametros de una elipse, y luego su ejercicio de operacion
inversa, que consiste en hallar los parametros, coordenadas de los vértices y focos de una
elipse, al ser dada su ecuacion canonica. Este ejemplo de operacion inversa fue una
introduccion para las dos actividades siguientes (3B y 3C), con el objetivo de plantear
ejercicios para que el alumno resuelva de acuerdo con la didactica Cuevas-Pluvinage
(2003), que menciona que cada vez que se propongan problemas o ejercicios que apoyen la
ensefianza de un determinado concepto matematico, en un determinado sistema o registro,
se debe plantear actividades semejantes al mismo, en los diversos sistemas de

representacion que le sean propios, si la actividad lo permite.
Analisis de resultados de la actividad 3B

Esta actividad se divide en 4 secciones, y propone ejercicios dosificados de operacion
inversa, que relacionan los registros de representacion geométrica al algebraico, y
viceversa, para una elipse con centro en el origen y ejes paralelos a los ejes coordenados.

-La primera seccion consta de 4 items, que consiste en dados los pardmetros a y b de la
elipse, el estudiante debe hallar: 1) hallar la ecuacion canonica de la elipse, 2) semi-
distancia focal, haciendo uso del teorema de Pitagoras, 3) coordenadas de sus focos y
veértices, 4) relacionar la ecuacion con su gréfica la cual el estudiante debe graficar en el
EDVI-Elipsografo.

Se observa de la Figura 31jError! No se encuentra el origen de la referencia., que para el
item 1, todos los estudiantes (11 de 11) obtuvieron la ecuacion canonica de la elipse a partir

de sus parametros ay b.
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Para el item 2, solo 9 de 11 estudiantes utilizaron el teorema de Pitagoras para calcular la

semi-distancia focal de la elipse correspondiente, 2 de 11 estudiantes tuvieron errores en

cuanto al mal despeje de la relacion pitagérica a*> =b? +¢?, utilizando ¢® =a’ +b?.

Para el item 3, se observa que 8 de 11 estudiantes hallaron correctamente las coordenadas
para los focos y vertices. 2 de los 3 estudiantes que fallaron, fueron los mismos que
calcularon errébneamente el valor de “c” en el item 2. Sélo 1 de los 3 estudiantes que fallo,
mostré confusion en el sentido que para los puntos coordenados, cambiaba el valor de la

abscisa con la ordenada.

Para el item 4, se observa que 9 de 11 estudiantes relacionaron correctamente la ecuacion
candnica de la elipse con su respectiva ecuacion. Los mismos 2 estudiantes que tuvieron

inconvenientes para calcular “c” en el item 2, no obtuvieron la grafica.

Resultados de la seccién 1-Actividad
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Figura 31. Resultados de la seccion 1 de la actividad 3B

-La sesion 2 tenia como objetivo establecer registros de representacion algebraico con el

. . ., L. 2 2
geométrico al relacionar la ecuacion candnica de la forma %er_zzl, con su forma
a

geométrica, que es una elipse vertical (eje focal paralelo a la ordenada). Al final de la
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explicacion los estudiantes graficaron una ecuacion X*,Y° _;, utilizando el respectivo

9 25

EDVI, lo que les permitio relacionar el modelo algebraico con la forma de la elipse.

-La sesion 3, establecié paralelamente el algoritmo algebraico de pasar de la ecuacion

canonica de la elipse a su ecuacion general, y su operacion inversa.

-La sesion 4, consta de 9 items, que consisten en lo siguiente:

Del item 1 al 4, propone ejercicios de operacién inversa a los items de la sesién 1. Los

gjercicios consisten en dada una ecuacion canonica, 1) Hallar los parametros a y b. 2)

Calcular el pardametro c, utilizando el teorema de Pitagoras. 3) Relacionar los registros

de representacion algebraico y geométrico, al describir la forma de la elipse,

relacionada con su ecuacion candnica. 4) Bosquejar la grafica en Geogebra, a partir de

su ecuacion.

Los resultados se resumen en la Figura 32

Estudiantes

12
10

O N B~ OO 0

Resultados de la seccidon 4 -Actividad
3B (items 1-4)

H Aciertos
. .

1. Halla 2. Calcula 3. Describe la 4. Obtiene la Fallos
pardmetrosay "c",utilizando formadela gréafica a partir

b,dadala el teoremade elipse, a partir de la ecuacion

ecuacion Pitagoras de su modelo

candnica algebraico

items 1 al 4

Figura 32. Resultados de la seccion 4, de la actividad 3B (items 1 al 4)

Se observa para el item 1, que 7 de 11 estudiantes hallaron correctamente los parametros a

y b de la elipse, a partir de su ecuacion candnica. De los 4 estudiantes que fallaron, tuvieron

en comun errores como cambiar el semieje mayor con el semieje menor.
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Para el item 2, los mismos 7 estudiantes calcularon correctamente el valor de “c” utilizando

el teorema de Pitagoras.

En el item 3, se observa que 10 estudiantes describen la forma de la elipse, sustentando que

2 2

. L X :
es vertical porque su modelo canonico es de la forma F+y—2:1, sin embargo, solo 7
a

estudiantes obtuvieron la grafica con ayuda de Geogebra, y fueron los mismos que

acertaron correctamente en el item 1.

Si comparamos los resultados de la los 4 primeros items de la seccién 1, con los primeros
de la seccion 4, se puede decir que los estudiantes tienen mas problemas al realizar la

operacion inversa de pasar de la ecuacion a sus parametros y por ende la grafica.

e Los items 5y 6, proponen ejercicios de operacion inversa algebraicos, donde se pide
correspondientemente hallar la ecuacion general de la elipse a partir de su ecuacion
canonica, y hallar la ecuacion candnica de la elipse a partir de su ecuacion general,
mediante procesos algebraicos, donde implica completar el trinomio cuadrado perfecto.

Los resultados se muestran en la Figura 33:

Resultados de la seccidn 4-
Actividad 3B (items 5-6)

12
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3

£

5 6-

=

] 4 H Aciertos
27 ® Fallos
0 .

5. Halla la ecuacion general 6. Halla la ecuacién candnica
de la elipse a partir de la de la elipse a partir de la
canobnica general

ftems 5-6

Figura 33. Resultados de la seccidn 4 de la actividad 3B (items 5-6)
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En la Figura 33, se observa que 10 estudiantes realizan correctamente operaciones
algebraicas para hallar la ecuacion candnica a partir de la general, y 4 realizan
correctamente la operacién inversa, lo que muestra que aparentemente le es mas
complicado para los estudiantes hallar la ecuacion canonica a partir de la general. La Figura
34 ilustra el proceso erroneo realizado por el estudiante E10, el cual es comun en 8

estudiantes.

Y o © + Oyt - 3o = ( \)T"‘w
T <cCd 07"—'— 50 ( T_'fj - 31
-5)(1 (\3 !u\YZ - 3O C ‘)_/ 9
» i
2 0 f,‘) 30 C qg
1 2k oy o
3 O 50
X v \ i
¥ = \ \
D \O
T, 2
3 g o |
le* 3

Figura 34. Operacion errénea algebraica de la ecuacion general de la elipse a la canénica.

Del proceso se puede decir que el estudiante concibe el parametro a y b como si éstos
debieran ser un nimero entero, y agregan un cuadrado a dichos pardmetros, que cree que

faltaria para igualar al modelo algebraico de la ecuacion candnica de la elipse, obteniendo

2 2

XY

+ — =
102 32
Lo anterior conlleva a una errGnea extraccion de los parametros a y b de la elipse.

e Enlositems 7y 8, se pedian respectivamente hallar los parametros a y b de ecuacion
canonica de la elipse obtenida en el item 6, por lo tanto se observo que los mismos 7
estudiantes que fallaron en el inciso 6, hallaron de manera incorrecta los parametros a y
b. Sin embargo 10 estudiantes describieron correctamente en el item 7 que la forma de

la elipse es horizontal, pues a pesar de que 8 de ellos hallaron incorrectamente la
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2 2

., L X x> y?
ecuacion canonica de la forma E+§ =1, al compararla con el modelo —2+§ =1
a

les permitié describirla de manera correcta.

Lo anterior comprueba que a los estudiantes se les dificulta méas hallar los parametros de la

elipse y su grafica a partir de su modelo algebraico.

e El item 9, consiste en obtener la grafica a partir de la ecuacién candnica del item 6
(relaciona el registro de representacion algebraico con el geométrico). Solo 2 de 11

estudiantes, bosquejaron correctamente la curva eliptica con ayuda del EDVI.
Analisis de resultados de la actividad 3C

La actividad 3C, propone una serie de ejercicios dosificados, de operacion inversa y que
relacionen los diversos registros de representacion semiotica como lo sugiere la didactica

Cuevas & Pluvinage (2003). La actividad se divide en cuatro secciones, que son:

e Seccion 1: Estudio de la ecuacion candnica de la elipse con centro (h,k), la cual se

obtiene de la ecuacion candnica de la elipse con centro en el origen, al aplicar la
traslacion de ejes. El estudio de estas ecuaciones se hace con ayuda del maestro.

e Seccidn 2: Consta de 4 items, cuyo objetivo es que el estudiante relacione el registro de
representacion geométrico con el algebraico, al obtener la ecuacion candnica de la
elipse con centro (h,k), y sus elementos a partir de su grafica. Los items consisten en:
1) Calcular el centro a partir de la gréafica o utilizando la formula de punto medio. 2)
Calcular el semieje mayor y semi-distancia focal a partir de la gréafica, o utilizando la
formula de distancia entre dos puntos. 3) Utilizar el teorema de Pitadgoras para calcular
el parametro b, teniendo a y c. 4) Hallar la ecuaciéon canédnica de la elipse con centro

(h,k), a partir de su gréfica inicial.

Los resultados de la seccion 2, se ilustran en la Figura 35 donde los item 1,2 y 3 se
resumiran en uno mismo como en halla los elementos (coordenadas del centro) vy
parametros de la elipse a partir de su grafica. Se observa que 10 de 11 estudiantes, hallaron

elementos y pardmetros de la elipse correctamente, sin embargo solo 8 estudiantes
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obtuvieron la ecuacion canonica correctamente. A continuacion se exponen dos errores

comunes, tomando como referencia a los estudiantes E10 y E11.

Estudiante E10: Se equivoca en la ley de signos, al sustituir el valor del centro (-5,2), y

semieje mayor igual a 5 unidades, y semieje menor de 3 unidades, en el modelo

_h)2 k)2 Y 2
(x Zh) +(y 2k) =1, expresandolo (x=5) +(y+2) =1.
a b 25 9

lo que indica que confunde el

Y 2
Estudiante E11: Su resultado fue (x 95) +(y+2) =1,

25

modelo de ecuacion canonica horizontal con el vertical.

Resultados de la seccién 1-Actividad

12
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g 8-

g

S 6

24 H Aciertos
2 - & Fallos
0 .

1,2,3. Hallaelementosy 4. Obtiene la ecuacién canonica
parametros de la elipse a partir con centro (h,k) a partir de su
de su grafica grafica
items 1 al 4

Figura 35. Resultados de la seccion 1-Actividad 3C

e Seccidn 3: en esta seccion el estudiante participa con el maestro sobre los procesos
algebraicos de operacion inversa, al pasar de la ecuacion candnica de la elipse con
centro (h,k), a su ecuacion general, y viceversa. Al final de la explicacion los
estudiantes describen las caracteristicas que debe tener una ecuacién general para

que modele una elipse.
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Seccion 4: Esta seccion plantea un ejercicio de operacion inversa, respecto del ejercicio

de la seccion 1. Consta de 5 items, cuyo objetivo es que el estudiante relacione el

registro de representacion algebraico con el geométrico, al obtener la gréfica de la

elipse, a partir de su ecuacion canonica con centro (h,k). Los items consisten en: 1)

Describir la gréfica segin el modelo algebraico. 2) Obtiene los parametros a partir de su

ecuacion. 3) Halla las coordenadas del centro a partir de su ecuacion 4) Determina las

coordenadas de los focos y vértices. 5) Obtiene la gréfica a partir de su ecuacién con

ayuda de Geogebra.

Los resultados de la seccion 4, se ilustran en la Figura 36 donde los item 2, 3y 4 se

resumiran como hallan los elementos (coordenadas del centro), pardmetros de la elipse

y coordenadas de focos y vértices a partir de su ecuacion.

Estudiantes

= e
o N

o N B OO ©

Resultados de la seccidén 4-Actividad
3C

H Aciertos

.
1. Describe la forma
de la elipse con base
en el modelo
algebraico

E Fallos
2,3,4. Halla 5. Obtiene la gréfica
elementos y de la elipse a partir
parametros de la de su ecuacion
elipse a partir de su canonica con centro

ecuacion canonica (h,k)
items 1al 5

Figura 36. Resultados de la seccion 4-Actividad 3C (items 1 al 5)

Se observa en la Figura 36, para el item 1, que 11 de 11 estudiantes asocian correctamente el

modelo de ecuacion candnica con la forma de la elipse. Para el item 2, 3 y 4, se observa que

8 estudiantes hallan los elementos y parametros de la elipse a partir de la ecuacion, y de
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igual manera los mismos estudiantes obtuvieron su grafica con ayuda del EDVI-
Elipsografo.

De la actividad 3B, se concluyé que resulta méas complicado a los estudiantes obtener los
parametros y grafica de la elipse a partir de la ecuacion. Sin embargo en la actividad 3C se
puede concluir que hubo algo de mejoria. Por otra parte, segun los resultados es notable que
son mas los estudiantes que obtienen los pardmetros de la elipse a partir de la gréfica, que

de su ecuacion.

4.5. Analisis de resultados del postest

Con el analisis del postest se pretende observar el rendimiento de los estudiantes que
obtuvieron después del desarrollo de las actividades. El postest presenta 15 incisos que
giran en torno a dos situaciones en contexto. Del item 1 a la 14 se pretende trabajar los dos
problemas fundamentales de la Geometria analitica como ejercicios de operacion inversa,
de los cuales del item 1 al 5 se parte de la grafica de la elipse para la obtencion de los
parametros y asi llegar a la ecuacion canonica, y del item 7 al 12 se parte de la ecuacion

general de la elipse para llegar a la candnica, y de alli extraer los parametros para graficarla.

En los items 6 y 13, el estudiante debe calcular la excentricidad para las dos elipse
planteadas en el problema, y se pretende que para el item 14, el estudiante aplique el
concepto de excentricidad visto en las actividades para diferenciar entre dichas elipses por

su grado de redondez.

En el item 15 se pretende que el estudiante aplique el concepto visto en la actividad 1 de

lugar geométrico de una elipse, en situaciones en contexto.

Resultado item 15. Definicién de la elipse como lugar geométrico

El item 15 plantea una situacion real, donde el estudiante debe aplicar la definicion de la
elipse como lugar geométrico para poder resolver la situacion planteada. Este item tenia
como objetivo determinar el avance que los estudiantes tuvieron respecto a la interpretacion

de la elipse como lugar geométrico. Los resultados se comparan con el item 3 de la prueba
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diagnostico y el item 3 de la sesion 1 en la actividad 1. Los resultados comparados con el

diagndstico y las actividades se puede observar en la Figura 37.

Comprension de la elipse como
lugar geométrico

12

10
8 8
g“ 6 @ Correcto
% H Incorrecto
w 4

2

0 .

Test diagndstico Actividad 1 Postest

Figura 37. Resultados finales sobre la comprensién de la elipse como lugar geométrico
Como se puede observar en la figura, los estudiantes muestran un mejor desempefio en los
resultados. Se observa que en la actividad solo 1 estudiante redacto incorrectamente la
definicion de la elipse como lugar geométrico, sin embargo en la evaluacién hubo un
avance por parte de éste. La razén por la cual en el postest 2 estudiantes respondieron de
manera incorrecta, se debe a su inasistencia en la sesion que se realizé la actividad 1.

Algunas respuestas correctas en el postest fueron:

Estudiante E1: “Gina, porque es una elipse y en cualquier punto es igual a la suma de un

punto a sus focos”

Estudiante E3: “La razon la tiene Gina porque recorrieron la misma distancia desde

diferentes puntos y la distancia a los focos al sumarlos dan el mismo resultado”

Estudiante E5: “Gina tiene la razoén porque siempre va a ser la misma distancia de donde
parta Gina a otro jugador y la cuerda mide lo mismo”. La respuesta del estudiante ES,
evidencia interpreta la definicion bajo el modelo fisico material (méetodo del jardinero)
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Una de las respuestas erroneas se muestra en la Figura 38, donde el estudiante E10 trata de
medir las distancias de manera no proporcional por medio de rayitas, concluyendo que las

éstas son desiguales, por lo tanto, contradice la definicion de la elipse como lugar

geomeétrico.
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Figura 38. Interpretacion errénea sobre la elipse como lugar geométrico

Resultados item 6, 13,14: Calculo y concepto de excentricidad.

Estos 3 reactivos nos permiten determinar el avance que los estudiantes tuvieron en el
calculo de la excentricidad y la interpretacién de su valor numérico. Esto implica que los

estudiantes relacionan el registro de representacién numérico con el geométrico.

Especificamente los estudiantes debieron calcular el valor de la excentricidad para dos
elipses propuestas en un comienzo del postest, y luego determinar cual de ellas es mas
redonda de acuerdo al valor de su excentricidad. La Figura 39 muestra los resultados del

item 14, sobre el avance de los estudiantes sobre la interpretacion de excentricidad.
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excentricidad
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Figura 39. Interpretacion final sobre el concepto de excentricidad

Se observa que 6 de 11 estudiantes comprendieron el concepto de excentricidad al
relacionar los registros de representacion numeérica (valor de la excentricidad) con el
geométrico (redondez de la elipse), y hubo un mejor desempefio en el postest, al menos en
un estudiante. Respecto a los dos estudiantes que no respondieron correctamente,
expresaron que fue porque no se acordaron de la férmula. En los casos incorrectos, los
estudiantes daban su opinion sobre el grado de redondez de una elipse, basado en la
observacién y descripcion fisica de las curvas, mads no asociando el registro de

representacion numérico con el geométrico.

ftems del 1 al 5. Registros de representacion geométrico al algebraico

En esta parte se pretende que el estudiante establezca relaciones entre el registro de
representacion geométrico con el algebraico, de modo que se parte de la grafica de una
elipse para extraer sus parametros, y finalmente llegar al modelo de ecuacion algebraica
(ecuacion candnica). Los resultados de los items se resumen en dos logros, como se observa

en la Figura 40.

119



Aciertos sobre la obtencion de
parametros y la ecuacion canonica,
a partir de la graifica
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Halla los parametros de la Halla la ecuacidn canénica
elipse a partir de su gréfica a partir de la gréfica

Figura 40. Obtienen la ecuacion canénica a partir de la gréfica.

Se observa que hubo un mejor desempefio en el postest al menos en un estudiante. 9 de 11
estudiantes comprenden la relacion que existe entre la grafica con respectiva ecuacion
canonica, al extraer los parametros de la elipse. A pesar que en el postest todos los
estudiantes extraen de manera correcta los pardmetros de la elipse y las coordenadas de su
centro, ésto no es suficiente para llegar al modelo algebraico al menos para 2 estudiantes.
Los errores detectados son de tipo operativo y de confusion con el modelo algebraico, los

cuales se describen a continuacion para dos estudiantes:

-El estudiante E10, comprende que la elipse del jardin se modela con la ecuacion candnica

(x=h)? _ (y=k’

5 . =1. Sin embargo al sustituir los valores de h=-12,k =8, a=10,b=6,
a

(x—12)° . (y+8)?

=1, equivocandose
100 36

en dicho modelo algebraico, éste lo expresa como

en la ley de los signos.

—_h)? I AY:
& bzh) +(ya2k) =1 (elipse vertical)

-El estudiante E11, aplica el modelo de ecuacion

(x=h)? , (y=k’

=1 (elipse horizontal).
a b

para una elipse que se modela con la ecuacion
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items del 7 al 12. Registros de representacién algebraico al geométrico

En esta parte se pretende que el estudiante realice la operacion inversa a los items 1 al 5,
estableciendo relaciones entre el registro de representacion algebraico con el geométrico. El
estudiante debe hallar la ecuacion canonica de la elipse a partir de su general (operacion
inversa algebraica) y a partir de la ecuacion candnica obtenida, interpretar su gréafica. Los

resultados se observan Figura 41.

Obtiene la grafica de la elipse a
partir de su ecuacion canonica
con centro (h,k)

10
8
6 - E Obtiene la grafica de la
elipse a partir de su
4 ecuacion candnica con
2 centro (h,k)
0 -

Actividad 3C Postest

Figura 41. Resultados finales sobre la obtencion de la gréfica a partir de su ecuacion

Se observa que el desempefio en el postest bajé en tres estudiantes respecto de las
actividades, debido a que se detectaron problemas algebraicos al desarrollar la fraccion
algebraica para pasar de la ecuacion general de la elipse a la ecuaciéon canénica, y como

consecuencia no se obtuvieron los parametros correctos de la elipse.

En el test diagnostico se observd que solo 5 estudiantes realizaban correctamente
operaciones con el teorema de Pitagoras, caso que para el postest todos los estudiantes lo
utilizaron correctamente. También se observo que en el test diagnostico, ningln estudiante
completd el trinomio cuadrado perfecto para una ecuacion cuadratica, sin embargo el
desemperfio para el postest fue mucho mejor, en el cual, 9 de 11 estudiantes mostraron

habilidades algebraicas al completar el trinomio cuadrado perfecto, en el proceso de pasar
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de la ecuacién general del a elipse a su ecuacion candnica, pero solo 5 de ellos llegaron con
éxito a obtenerla.

El desempefio de los estudiantes en la evaluacion respecto las actividades se resumen asi:

e 8 de 11 estudiantes aplicaron correctamente la definicion de la elipse como lugar
geométrico interiorizada en la actividad 1, para interpretar una situacion real en
contexto. Los estudiantes perciben las componentes y propiedades de la elipse a partir
de la observacion como de la experimentacion en EDVI, estableciendo relaciones entre
el registro de representacion geométrico con el algebraico. Ademas, construyeron la
definicion de la elipse como lugar geométrico, pero su redaccion no es formal.

e 6 de 11 estudiantes aplicaron correctamente el concepto de excentricidad de la elipse en
una situacion en contexto. EI concepto fue adquirido a través de la experimentacion con
el EDVI, para diferenciar entre una elipse y otra debido a su forma, lo cual les permiti6
establecer relaciones entre registros de representacion numérica con el geométrico.

e 9 de 11 estudiantes establecen relaciones entre los registros de representacion grafica
con el algebraico, al hallar la ecuacion candnica de la elipse a partir de su grafica. Sin
embargo se evidencia en 6 de 11 estudiantes, presentan deficiencias en los problemas
de operacién inversa en los que se parte de la ecuacion general de la elipse para
determinar su grafica. Sin embargo estas dificultades se deben a ciertos problemas
algebraicos mas no de la interpretacion de la ecuacién.

e Se observo que a los estudiantes les resulta mas complicado pasar de un registro de

representacion algebraico al grafico, debido a errores algebraicos.
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Capitulo V. Conclusiones e investigaciones futuras

5.1. Conclusiones
En el proceso de investigacion se implementd una serie de actividades bajo un marco
didactico e integradas con el uso de la tecnologia, como propuesta para la ensefianza de las
conicas. Con el disefio de estas actividades se buscaba que hubiese un equilibrio entre parte
geométrica con la algebraica en la ensefianza de la elipse. El desarrollo de las actividades
ha servido como base para responder al planteamiento realizado en la pregunta de

investigacion:

¢,Como introducir una curva conica mediante el empleo de la tecnologia digital, dentro

de un marco didactico para promover una mejor comprension?

Teniendo en cuenta los resultados del test diagnostico y postest se evidencid que introducir
una conica mediante el uso de los EDVI’s con un software de geometria dinamica, Sirvio de
apoyo en la ensefianza del tema de la elipse y su comprension como lugar geométrico, sus
elementos y propiedades, gracias a que el uso de la tecnologia permitié visualizar los
objetos geométricos. Sin embargo el uso de la tecnologia digital debe ir acompafiada de un
disefio de actividades bajo un marco didactico para lograr encaminar a los estudiantes a
construir las diferentes definiciones matematicas. El uso de los EDVI’s permitié una mejor
comprensidn de la curva cénica elipse desde un punto de vista mas geométrico, equilibrada

con su parte algebraica.

El uso de la tecnologia permitié adoptar una actitud activa a los estudiantes, quienes a
través del uso de los EDVI's realizaban siempre la accion como lo propone la didactica
Cuevas y Pluvinage (2003) lo cual promueve comprender las diferentes definiciones de una
forma interactiva y dindmica, a diferencia de la verbal como se analizo en los cursos de
ensefianza tradicional. El desarrollar la accion e interiorizarla es decir llevarla al
pensamiento una vez hecha, permitié que los estudiantes crearan su propio conocimiento a
partir de ejercicios dosificados, asi como comprender el concepto de lugar geométrico de la
elipse para aplicarlo en contextos reales y dar explicacion a determinadas situaciones; por

dicha razén en el sentido de Ausubel, Novak & Hanesian (1978) el aprendizaje fue
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significativo en la mayoria de los estudiantes, debido a que en el postest 8 de 11 estudiantes
aplicaron el concepto de lugar geométrico de la elipse adquirido en las actividades, en una
situacion real dando solucion a un problema de interpretacion. La inclusion de un problema
en contexto desde un comienzo de cada actividad como lo propone la didactica Cuevas y
Pluvinage, fue un elemento motivante para los estudiantes, a quienes les resultd
significativo aprender definiciones de la elipse aplicados en la vida cotidiana, y como a
partir de la matematica se le puede dar sentido a situaciones reales. La construccion de las
definiciones del objeto estudio (elipse) a partir de contextos reales, mostro en los resultados
que ayuda a mejorar la parte conceptual en los estudiantes lo cual es una deficiencia en la
ensefianza tradicional, donde el estudiante suele aprender de memoria los conceptos y
produce la creencia en los estudiantes de que la Matematicas trata de resolver problemas

operativos y sin relacion o sentido en la vida cotidiana.

En los EDVI's los estudiantes recrearon el movimiento de los objetos geométricos lo cual
permitid que interactuaran a través de ellos modificando parametros en este caso de la
elipse, y visualizar los cambios en la figura al hacer dichas modificaciones. En efecto, los
estudiantes lograron comprender el concepto de excentricidad de la elipse relacionando la
parte numérica (valores de los parametros de la elipse) con la parte grafica, es decir con el
uso de la tecnologia los estudiantes (mas del 50%) relacionaron los diferentes registros de
representacion como el numérico y el geométrico. Se observé en el andlisis de resultados
un rendimiento en el postest, en la cual 6 de 11 estudiantes aplicaron correctamente el
concepto de excentricidad de la elipse en una situacién en contexto, el cual fue adquirido a
través de la experimentacion con el EDVI, para diferenciar entre una elipse y otra debido a
su forma, lo cual es una caracteristica del nivel Il de Van Hiele, donde los estudiantes
establecen relaciones entre propiedades y caracteristicas de la elipse respecto de su forma.
La experimentacion con los EDVI's permitié a los estudiantes explorar propiedades y
caracteristicas de los objetos geométricos (la elipse para este caso en particular), sin
embargo el uso del software de Geometria dinamica no es suficiente para conectar al

estudiante con el conocimiento, y es aqui donde la didactica Cuevas & Pluvinage (2003)
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jugé un papel muy importante en encaminar al estudiante hacia el entendimiento del

concepto de elipse por medio de incisos o ejercicios dosificados.

Con el uso de software de geometria dinamica se puede sustituir la construccion de objetos
fisicos por medio de la construccion de escenarios interactivos para simular el
funcionamiento de objetos fisicos y ademas ofrece herramientas de medicion, como la
distancia entre dos puntos, o la magnitud de un segmento, todo esto resulté muy atractivo
para los estudiantes como la simulacion del movimiento planetario que se usO para

introducir el concepto de excentricidad.

Los niveles de Van Hiele que por los mismos autores (Dina y Pierre Van Hiele) fueron
propuestos para una Geometria sintética, se pudieron extrapolar a la Geometria Analitica,
adaptandose en el marco didactico Cuevas & Pluvinage (2003) para el tema de las conicas,
particularmente en la elipse, lo cual permitié disefiar las diferentes actividades para la
ensefianza de dicha conica de modo jerarquizado (por niveles), que facilito a los estudiante
la comprension de las diferentes definiciones de la elipse, partiendo de la visualizacién y
conocimientos de las propiedades del objeto geomeétrico sin una prematurizacion de la parte
analitica (algebraica). Los niveles de Van Hiele encajan con la didéctica Cuevas &
Pluvinage en la medida de que en cada nivel se plantea dosificar por medio de ejercicios

adecuados los conceptos del objeto geométrico a ensefar.

En el test diagndstico se pudo detectar deficiencias en todos los estudiantes en el desarrollo
de operaciones algebraicas como completar el trinomio cuadrado perfecto, y respecto al
postest se evidencio una evolucion positiva de las mismas. En las actividades los
estudiantes mostraron un buen desempefio en desarrollar operaciones algebraicas de manera
guiada, sin embargo algunos estudiantes al no ser guiados en el postest, presentaron
dificultades algebraicas, especialmente en ejercicios de operacion inversa, donde se observo
que a los estudiantes les resulta mas complicado pasar de un registro de representacion
algebraico al gréfico, debido a errores algebraicos en los cuales a partir de la ecuacion
general de la elipse se extraen los parametros para posteriormente interpretarla

graficamente. A pesar de las dificultades algebraicas la mayoria de estudiantes
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comprendieron la elipse como ecuacion, relacionando el registro de representacion

algebraico con el geométrico.

Adicionalmente, los modelos algebraicos como la ecuacién canonica de la elipse causan
dificultades en la interpretacion del modelo general respecto del modelo particular, surgidos
de una interpretacion algebraica, es decir los estudiantes siempre comparaban su respuesta
obtenida de un caso particular para una elipse con el modelo algebraico o ecuacion
canonica, lo que les causa confusion, por lo tanto no es recomendable en la ensefianza de
las coOnicas partir de demostraciones generales para luego incidir en las particulares,
porque la parte analitica se convierte en sustitucion de valores numéricos dejando a un lado

lo esencial que es en si la figura objeto.

La mayoria de los estudiantes aplican los conceptos (en este caso de la elipse) a situaciones
reales, evocando las definiciones aungque de manera no formal, es decir utilizan un lenguaje
coloquial o no matemaético. Esto concuerda con el disefio de actividades, debido a que un
lenguaje formal se adquiere con la evolucion del pensamiento en los estudiantes, siendo

mejor a partir de un nivel IV de Van Hiele.

En la didactica Cuevas y Pluvinage se plantea el principio de minima ayuda, en la cual se
debe guiar al estudiante brindandole las herramientas necesarias para construir un concepto
matematico, de modo que el maestro intervenga lo menos posible en el desarrollo de la
tema, permitiendo que el mismo estudiante realice las actividades y vaya construyendo las
distintas definiciones del objeto matematico en estudio. Una manera de lograrlo fue a través
de las instrucciones y preguntas guiadas en los cuestionarios de las actividades didacticas, y
a pesar de que funciona esta estrategia, se requiere de la redaccién de instrucciones
extensas en las actividades, lo cual resultd tedioso para el estudiante mantener un ritmo

constante de lectura.

El disefio de las actividades realizadas, las cuales fueron enmarcadas en la didactica
Cuevas Yy Pluvinage y el uso de la tecnologia, son una muestra de la ensefianza de la elipse
la cual se puede aplicar para la ensefianza de las cdénicas en general. Sin embargo no es una

tarea sencilla para el docente, debido a la exigencia al maestro de saberes en cuanto a la

126



didactica y el uso de la herramienta tecnoldgica, por lo tanto el maestro debera capacitarse
en un tiempo considerable, para lograr elaborar un plan de trabajo que permita el desarrollo
de las actividades encaminadas a la ensefianza de los conceptos de las cdnicas que se ajuste
a lo establecido en los programas curriculares. Otra exigencia de la ensefianza de las
matematicas haciendo uso de la tecnologia es poder contar con la cantidad de equipos de
coémputo suficiente y en buen estado para cada estudiante en el aula, sin embargo en esta
época donde la tecnologia avanza dia a dia y se hace mas asequible, es recomendable en mi
opinién aprovechar las ventajas que nos ofrecen dichas herramientas computacionales, para
promover una mejor comprension de las matematicas, siempre y cuando se acompafie de

una didactica.

5.2. Investigaciones Futuras
El presente apartado pretende establecer algunas de las posibles lineas de investigacion que

pueden dar continuidad al presente trabajo, teniendo en cuenta las caracteristicas de hacer
uso de la tecnologia y la didactica para la ensefianza de conceptos matematicos.

Al revisar los resultados obtenidos en esta investigacion se presentaron avances en el
aprendizaje significativo del concepto de elipse, en los que se aplicaron los escenarios
interactivos en Geogebra, apoyados en el marco de la didactica Cuevas & Pluvinage. En
términos generales, la investigacion futura estard centrada en disefiar nuevos proyectos de
accion préactica sustentados en el marco didactico Cuevas & Pluvinage en las que se
propondran situaciones problémicas basadas en un contexto real de fenémenos fisicos de la
mecanica clasica para introducir conceptos de Calculo como la derivada. De igual manera,
estas nuevas actividades se apoyaran de un fuerte uso de herramientas digitales como
Geogebra, en el cual se pueden simular fendmenos fisicos, construidos con las diferentes
herramientas y los objetos geométricos que ofrece el programa, asi como en el presente
trabajo se realizd la simulacién del movimiento de traslacion planetario de la Tierra y

Marte, que se utilizé para introducir el concepto de excentricidad de la elipse.

Desde el punto de vista historico, la introduccién de conceptos matematicos como la
derivada surgi6 a partir de fenomenos fisicos como el movimiento rectilineo uniforme y

acelerado de una particula, estudiado por Isaac Newton (Waldegg, 2000), y como Galileo a
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partir de la experimentacion “demostrd que un cuerpo que cae con una componente
horizontal del movimiento describe una pardbola” (Drake y Maclachlan, 1973). Otro
ejemplos de investigaciones reciente como en Rodriguez (2012) introduce el concepto de
desigualdades que es un tema necesario para el estudio de funciones, y lo realizé a partir de
la simulacién en Geogebra del movimiento de un auto en forma desacelerada siguiendo la

didactica de Cuevas & Pluvinage.

Esta investigacion plantea nuevos marcos tedricos tales como: la modelacion de fendmenos
como procesos de matematizacion, es decir como interpretar determinados fenémenos
fisicos a partir de la Matematicas, donde es preciso aplicar los conceptos matematicos
(Touma, 2009); vy el disefio de los modelos de ensefianza de la fisica y las matematicas con

tecnologia (Rojano, 2006).
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Anexo I.

Anexos

Plan curricular sobre el tema de la elipse en el CCH-UNAM

UNIDAD IV. ELIPSE, CIRCUNFERENCIA Y SUS ECUACIONES CARTESIANAS

Propésitos

= Reafirmar el método analitico al obtener las ecuaciones de la elipse y la circunferencia y avanzar en el reconocimiento
de formas y estructuras, en la formulacion de conjeturas y en la resolucion analitica de problemas de corte euclidiano.

TIEMPO: 20 horas

APRENDIZAJES ESTRATEGIAS TEMATICA
El alumno: ? Para motivar el interés y curiosidad de los Estudio de la Elipse
alumnos, se les puede pedir que asistan al Museo
Respecto al estudio de la Elipse de Universum, ubiquen ahi elipses y La elipse como lugar
circunferencias,  investiguen en donde estan geométrico.
? Realiza al menos una presentes y algunas de sus caracteristicas. Otros | a) Trazode la elipse y
construccidon de la elipse, y en topicos para investigar son los propdsitos y sus propiedades de
funcién de ello: caracteristicas de la bovedas de dertos templos simetria,

%
%

coloniales, o bien qué lugar ocupa el sol en las
oOrbitas planetarias, etcétera.

? También se les puede involucrar en realizar los

cortes del cono ya sea con conos de plastilina,
unicel 0 “vasos®™ conicos de papel, de modo que
vean como de acuerdo al tipo de corte, se obtiene
una u oftra conica. Esto también puede
aprovecharse para hacer ver a la circunferencia
como un caso limite de la elipse.

? Se recomienda usar el método del jardinero para

trazar la elipse, ya que éste permite visualizar las

b) Definicién geométrica
de la elipse.

c) Elementos que
definen a la elipse:
mayor y eje menor.
Relacion entre ellos.

Ecuacion de la elipse con

ejes paralelos a los ejes

de coordenadas:

a) Ecuacion ordinaria
con centro fuera del

origen.
b) Ecuacién ordinaria

sugiere apoyarse en la expresion eqncumoonel
origen.
c) Ecuacion general.
d( P, Fi) + d( P, Fz) = C como un paso § o

que facilitara obtener la ecuacion de la elipse.

Aplicaci .
.a) Latangente a la elipse
en un punto Qque

? A partir de esta i i

conducir la deduccién de 13 madbnotdkwboon

? En la misma actividad del método del jardinero,

podklosqwdo’on y acerquen Bos focos, obsserven
qué gan clusiones al respecto.

per
b) Intersecciones de
rectas con la elipse.
«) Resoluckon de
problemas

Estudodela

La drcunferencia como

circunfenencia.
Ecuacién de la
circunferencsa

.a) Ecuacion ordinaria,
con centiro fuera del

origen.
b) Ecuacidon ordinaria
con centwo en el

«) Ecuaciéon general.
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Anexo Il. Plan curricular de la SEP sobre el tema de la elipse
MATEMATICAS III

APLICAS LOS ELEMENTOS ¥ LAS ECUACIONES DE LA ELIPSE
tedergifica b mlermantos sociscden 2 L aliper,
Heconoce L eosacidn ardinaria y genesal de L elipae,
Aghca ko shermanios v Lan sosaciones de L eligne, on b woluciin de probleman wio sercicion de w emtoma.

Ex o il
¥ Lt

L) Sige ¥ precadi e mismars eelleniva, 1omp coms e w4 e passs costiibuyy ol sicance de e shitiva.

Elemente suceisdin & la elipie Combsups bighteis p diteris y dpfees modelos pars prebar o alider.

Bcucide cifnaia de ehpaes hosisontaen y Unilicaas tecelogius de L ifosmaacid y comunicaci . inloemaci

eicals com o o i 1 4105 9% g o ences de s e oot g it speciicy dikcrimin st lasdo cverds e g y confiablidd.
Defire metr y da seguisi @ p o v che

Bouidn ordinaris do elipun hosizontsle y

m':‘:—o Fosii del GHigen ¥ #65 Propon ks maners de solucionar un problena i desarmolla s proyects en equipe, definendd un cerme de atidn Con pases especficen.

Ecucitin gerral 4 la sbpie

8 AsLE i ¥ Consaders bas de otran perssnu de masera sefleiea.

& el L ¥ o 108 Gk Curerl HALID de SULIOT et o Erabap.

Solscir una iewestigaciin, inpegrados en equipos, wobee L Ihd- una investigaciin, innegrados en equipos, sobre Liva de cosco pars evaluar la investigacion realizad.

definicion de lu elipse ¥ sus ol ¥ la ln defimicién de la elipse v sus clememos ¥ contrasien b

informacide con ot equipos. infarmaciin oon st equipos.

Ejomplificar con en cjercicio la de la cruacidn Bealizar donde la eouaciin ondinaria Ribrica pars evabuar la soacién de epercicios y'o problomas,
ordinaris de una elipse vemicall yo horizonsal com cemare de wma elipse vemical yo  Beorizontal oon conro en

e ol erigen ¥ cjes purabelos & bos ejes camesianes. egigen ¥ cjes paralclos & bos ejes camesianos.

Ejemplificar con en cercicia la dla Reraliear donds o romaciin ordinaris Ribrica pars cvalusr la sobacién do cjercicios yo problomas,

ordinaria de una clipse vertical yio horizental con contre de una elipse vertical p'o  horizontal con centro Facra del
fisers del origen v ejes paralelos a kos efes caresianas, arigen v epes paralelos 3 bos ejes camesianos,

Domontrar con un cierdcia h ob do b Realizar cf para obecnor la comscidn general de la Ribrica para ovalear bon diforentos sipos de ocuaciones de la
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Anexo lll. Demostracion de la ecuacién candnica de la elipse
Para deducir la ecuacién basica o candnica de la elipse se procede a dibujar la con centro en

el origen de un plano cartesiano, y los ejes de la elipse sobre los mismos ejes cartesianos

como se indica en la siguiente figura.

B(0.b)

P(x.y)

V(-a,

Partiendo dela definicion matematica de lugar geométrico de la elipse:

FP+F'P=2a  (a)

Por Geometria analitica se establece que la distancia entre dos puntos F a P y F’ a P son

respectivamente:

FP=f(x-of +(y-07 (M y FP=x-(a)+(y-0F

Entonces, sustituyendo (7) y (8) en (3), se obtiene:

ﬁ+ﬁ=\/(x—c)2+(y—0)2+\/(x+c)2+(y—0)2:2a ()

Resolviendo algebraicamente, se obtiene:
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\/(x—c)z +(y-0)? +\/(x+c)2 +(y—-0)* =2a

\j(x+c)2 +(y-0)? :2a—\/(x—c)2 +(y-0)?

Elevando al cuadrado en ambos lados de la igualdad, se obtiene:

2

(5757 {5

(x+c)* +(y—0)? =4a’ —4a/(x—c)? + (y—0)? +(x—c)* +(y —0)?

K r2xe+g’ +y’ =4a" —da|x’ ~ e+t 4y 4 xX - 2xeHgT 4y

4a\/x2 —2xc+c*+y* =4a’—4xc (¢

Dividiendo la ecuacion (c) entre 4:

a\,/x2—2xc+c2+y2 =a’-xc (d)

Elevando nuevamente al cuadrado en ambos lados de la igualdad:

(a\/x2 —2xc+cl+y? )2 =(a’- xc)2
a’(x* —2xc+c” +y*)=a' —2a’xc+ X°c?
a’x* —2a’xc+a’c’ +a’y* =a' —2a’xc + x*c?
a’x’>+a’c®+a’y’ =a’ +xc’
a®x? —x2c? =a* —a’c? _azyz

Xz(az_cz):az(az_cz_yz) (e)
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Cuando los radiovectores se interceptan en el punto B como lo muestra la siguiente figura,
se forma un tridngulo rectangulo OBF, del cual se relacionan pitagoricamente los

parametros a, b y ¢ de la elipse:

B(0.b)

a’=b*+c*=>b*=a’-c* (f)
Sustituyendo esta relacion de la ecuacion (f) en la (e), se obtiene:
x* (b*)=a*(b* - y?)
x’b” =a’h® —a’y’
Agrupando las variables a un mismo lado de la igualdad:
x’b? +a’y? =a’h’
Dividiendo entre a’b® en ambos lados de la igualdad, se obtiene:

2 2
X
2

+2=1 (9

QD
(o

Que es la ecuacion canodnica de la elipse con centro en el origen, de donde:
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a: Longitud del semieje mayor. . .
g_ ) J Y ¢ =+/a? —b? : Distancia focal
b: Longitud del semieje menor.

En la sigueinte figura se observa una elipse vertical. En este caso la distancia focal c, y el

eje mayor a se encuntran sobre el eje “y”. El eje menor b se encuentra sobre el eje “x”.

Siguiendo el mismo proceso algebraico anterior, se puede llegar a la siguiente ecuacion

canénica:

2 2
X
w0
La diferencia entre la ecuacion candnica de la elipse para una elipse horizontal con centro
en el origen y ejes paralelos a los cartesianos, respecto a una vertical se puede observar en
las ecuaciones (g) y (h). Para la horizontal la magnitud del eje mayor al cuadrado (a2) esta

debajo de la x?, y para la vertical debajo de y?, 0 sea:

140



2

>

y2 XZ 2
Y

+

IQJN|

e Si a? siempre se encuentra como denominador de x* en la ecuacién canénica, la

elipse es horizontal.

e Si a’ siempre se encuentra como denominador de y? en la ecuacion candnica, la

elipse es vertical.

Se cumple siempre que:

Eje mayor = 2a > eje menor 2b, por lo que siempre a>b
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Anexo IV. Procedimiento algebraico de la ecuacion general de la

elipse a partir de ecuacion canonica de la elipse

Partiendo de la ecuacion canonica de la elipse horizontal, con centro fuera del origen
2 2

(x=h)"  (y=k)

——+ o =1, se desarrolla la fraccion algebraica de la siguiente manera:
a

bz(x—h)2+a2(y—k)2 ~
a’b’
bz(xz—2xh+h2)+a2(y2—2yk+k2):a2b2
b?x* —2xb’h+b’h* +a’y” —2ya’k +a’k’* =a’h’
(b) x* +(a? ) y* +(-2hb® ) x+(-2ka® ) y + (b°h* + a’k® —a’h? ) = 0
R A/ S

c D E F

1

Donde A=Db’ C=a? D=-2hb* E=-2ka? F =b’h’+a’%k’—a%® son coeficientes

constantes, que al sustituirlas obtenemos:
Ax* +Cy® +Dx+Ey+F =0 Ecuacion general de la elipse

Si se realiza este mismo proceso partiendo de la ecuacion candnica de la elipse vertical, con

x—h) (y-k)’
centro fuera del origen ( b2) +(ya2) =1, y realizando el mismo procedimiento

algebraico anterior, se obtiene:

(@%)x* +(b%)y* +(-2ha” ) x+(-2kb® ) y +(a’h® +b’k* —a’h? )= 0
A c 5 Ty g

A'X*+C'y*+D'x+E'y+F'=0

Segun lo anterior se deduce una ecuacion cuadratica de dos incognitas que tiene la misma
forma a la demostrada anteriormente. De esta manera se puede definir matematicamente a

la elipse como una ecuacion de segundo grado con dos incognitas de la forma

Ax? +Cy? + Dx+Ey+F =0 donde A= B =0 y poseen el mismo signo.
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Anexo V. Test diagnéstico de conocimientos
Nombre del estudiante:
(Cual de las siguientes “lineas” es un segmento? Escribe una palomita en “si” si lo

1.
es o en “no” si no lo es.

a)si r b)Si r c)Si r dy Si r
No r© No ™ No ™ No r
D
C
A

2. (Qué pareja de tridngulos son semejantes? Escribe una palomita en “si” si 10 €s 0 en
“no” si no lo es, y luego en los casos afirmativos, establece proporciones entre sus

segmentos
a)Si r b) Si r c) Si r d Si r
No r c No r No r T No r
K L
/\ 2 s
3/ B ] / 2 2
/ /’// / ”,’ “‘-‘\\
/4 / A NN
.// L —
A C' // R S i
/ 0
4 / .
®/ 4 ) T VAN
B. Kl L. \‘\“ \
/ /’/.\ j—/- Fi'/i . N
/ _— — 8 / " Sl
& /
M

3. ¢Cual de las siguientes figuras son un lugar geométrico Escribe una palomita en “si”

silo es 0 en “no” sino lo es.
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a) 5i - I:-lS- cl & & 8
g b / w MO . - H& -
-
ry ", ",
.,
.,
L] " ]
._‘\ /
- - - # . .
&) 5 L] 1]
L ] L] Ha
&
" - 4
d
&
4
L L]

Halla el valor ya sea numérico o algebraico de la incognita “?” utilizando el teorema
de Pitagoras.

c C
4 BC ? X ? 10
A B Al B
3 6
.C c
b a? a AC ?
A B B/ LA
c X

Escribe las coordenadas de los puntos A, B, C, D, E, presentes en el siguiente el
plano cartesiano:
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AL )

4 A B (_4)
- 3 c(__. )

2] B

1) D(C__ . )

-6-5-4-3'-;'2-1012‘3|4'567E‘ . )

6. Completa las siguientes ecuaciones, para convertirlas a trinomio cuadrado perfecto.

a) X —10x=0 b) X* +3x=1
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Anexo VI. Actividad 1. La elipse como lugar geométrico
Nombre del estudiante:

Abre en la carpeta Actividad 1, y ve al “EDVI-Jardinero”. Luego da clic en el boton

iitem Oi i lee el texto sobre el método del jardinero. Cuando termines mueve

el deslizador (ubicado en la parte superior derecha de la pantalla), del
item 0 al item 1, dando clic sobre éste y arrastrandolo; y sigue los puntos a continuacion.

Seccion 1: Construyendo el trazo de una elipse. (item 1)

Un jardinero desea construir un jardin en forma de elipse, y para ello clava dos estacas en
dos puntos fijos llamados F y F’* (focos). El jardinero sujeta los extremos de la cuerda a las
estacas, y tensionandola realiza un trazo como lo muestra la figura. Nota: La longitud de la
cuerda es mayor que la distancia de separacion de las estacas.

Figura. 1 Jardin eliptico

Para hacerlo abre la carpeta Actividad 1 y ve al “EDVI-Jardinero”, y realiza siguiendo
los siguientes pasos :
a) Separa las estacas F y F’ 4 unidades del centro, dando clic sobre el punto del deslizador

_ hasta llevarlo a c=4. (el centro es un punto medio O entre

F y F’, o centro de la elipse). Nota: Llamaremos distancia focal “2¢” a la distancia
entre los focos.
b) Utiliza una cuerda de longitud 10 unidades ubicando el punto del deslizador

Lontitud de la cuerda total

—n

¢) Para trazar la elipse con el lapiz, da clic en la casilla M- EREEEEEAEETE con el fin
de activar el rastro. Da clic sostenidamente sobre el punto P, y arrastralo con el mouse
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suavemente trazando la elipse o contorno del jardin. Si deseas borrar el rastro de la tinta

del 1apiz, da clic en el botén “Borrar Rastro”. | BonarRastro_|
d) Una vez trazada la elipse, ubica el punto P de la elipse en cualquier lugar de su contorno

y suma las longitudes de los pedazos de las cuerdas FP y F'P que puedes observar en
“VER DATOS” ubicado en parte derecha de la pantalla. A éste primer punto sobre la
elipse lo registraremos como P1 en la tabla 1.

e) Repite el proceso anterior para cuatro puntos diferentes sobre el contorno de la elipse.
Registra los datos en la siguiente tabla como puntos P2, P3, P4 y P5:

Puntos | Longitud del pedazo | Longitud del pedazo de | Suma de radiovectores
sobre la de cuerda F'P = cuerda FP = 0 pedazos de cuerdas:

elipse F'P+FP=
P1
P2
P3
P4
P5

Tabla 3. Registro de sumas de los pedazos de cuerdas o radiovectores de la elipse

Responde las preguntas 1 y 2 marcando con una palomita ™ la opcién que considere
correcta:

1. La suma de las distancias del punto P a los puntos fijos F y F’, ;varia o se mantiene
constante?

o F'P+ FP = Constante o F'P+FP = Variable

2. Compara las sumas F'P+FP de la tabla 1, con la longitud de la cuerda. ;Son
iguales?

oSi oNo

3. Teniendo en cuenta lo anterior, concluye con tus propias palabras la condicién que
definen todos los puntos sobre una elipse, o lugar geométrico de la elipse:

4. En discusion grupal compara tu definicion con las de tus compafieros, y lleguen a una
definicion entre todos con ayuda del
profesor:
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Seccion 2: Elementos de la elipse (item 2)

| item = 2 . . . .
Pasa al item 2 - . Activa la casilla ¥ Eje focal y normal| jando clic sobre

su respectivo recuadro, y observa lo que aparece en la gréafica.

Activa una por una las casillas, y observa cada uno de los elementos que contiene la elipse.
Retroalimenta y concluye con ayuda del profesor la definicion de cada uno de los siguientes
elementos:

o Focos y centro:

o Eje focal:

o Eje normal:

o Vértices y puntos B, B’:

o Eje mayor:

o Semieje mayor:

o Eje menor:

o Semieje menor:

o Distancia focal:
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o Radiovectores:

Retroalimentacién:

Definimos que la longitud del eje mayor VV '=2a siendo “a” un parametro.
Entonces la longitud del semieje mayor que va del centro de la elipse a un foco es igual a
“a” unidades.

Definimos que la longitud del eje menor BB'=2b siendo “b” un parametro.
Entonces la longitud del semieje menor que va del centro de la elipse a un punto B 0 B’ es
igual a “b” unidades.

PRACTICA. Completa en los espacios en blanco la cantidad correcta:

e Siel eje mayor de una elipse mide 10 cm, entonces el semieje mayor mide:

e Siel eje menor de una elipse mide 8 cm, entonces el semieje menor mide:

¢ Si la distancia entre dos vértices mide 7 cm, entonces el eje mayor mide:

¢ Si la distancia del centro a uno de los focos de la elipse mide 3 cm, entonces la distancia
focal mide:

e Si la distancia entre dos focos de una elipse es de 5 cm, entonces la distancia del centro
a uno de los focos es igual a:

e Si la distancia focal de una elipse es de 8 cm, entonces el pardmetro “c” es igual a:

(Y4

o Si la distancia entre dos Vértices de una elipse es de 5 cm, entonces el parametro “a” es
igual a:

e Siel eje menor de una elipse mide 4 cm, entonces el parametro b es igual “a”:

e Siel parametro a =5cm, entonces el eje mayor de dicha elipse es igual a:

e Siel parametro ¢ =2cm, entonces la distancia focal es igual a:

Dibuja una elipse, cuyo eje mayor sea igual a 8 unidades, y eje mayor de 6 unidades.

Seccion 3: Simetria de la elipse

Utiliza la hoja de anexo de la figura 2, y sigue los siguientes pasos:
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a) Traza con un lapiz el trazo del eje focal y normal de la elipse dibujada en la hoja de
anexo.

b) Marca los puntos de interseccion del eje focal con la elipse o vértices Vy V’.

¢) Realiza un doblez a la curva calcada, que pase por la linea del eje focal y otro que
pase por la linea del eje normal. ¢ Hay simetria de la curva respecto a dichos ejes?

oSi oNo

Explica tu respuesta:

a) Posiciona el punto P sobre el vértice V’, y observa que el pedazo de cuerda PF

cubre la distancia de F a V’, y el pedazo de cuerda PF ' cubre la distancia de F’ a
V’. Si trasladamos el pedazo de cuerda PF’ hasta FV, éste puede cubrirlo gracias a
la propiedad estudiada anteriormente.

De lo anterior podemos concluir que la cuerda del elipségrafo puede cubrir todo el eje
mayor, o la distancia del vértice Va V’.

b) Completa el espacio en blanco:

Si se traza una elipse con un elipségrafo, cuya cuerda mide 10 cm, entonces la
longitud del eje mayor de dicha elipse es igual a , Y SU semieje mayor
igual a

De lo anterior podemos conjeturar que: Una elipse es el lugar geométrico de los puntos que
se mueven en el plano, de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos F y F’

llamados focos, es igual a la longitud del eje mayor V'V , es decir: (completa la condicion en
el espacio en blanco de la conjetura)

F'P+FP= constante=longitud de la cuerda
F'P+FP=V'V
F'P+FP=

Seccion 4: Relacion de los parametros a, by c de la elipse. item 3
Pasa al item 3 del programa en Geogebra, y sigue los pasos a continuacion:

c) Mueve lentamente el punto P y ubicalo sobre el punto B.
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En esta posicion los pedazos de cuerda FP y F'P son iguales debido a que la cuerda
es dividida a la mitad por la simetria de la elipse con el eje normal.

[P 4]

Como la longitud de la cuerda es igual a dos veces “a” entonces la mitad de la cuerda
es igual a “a” unidades, por lo tanto la distancia de un foco F o F’ al punto B es igual a
la longitud del semieje mayor, o sea “a” unidades.

d) Activa la casilla ¥IMuestra parametros: a,b,€  y observa que el triangulo

OBF’ es rectangulo, con catetos OB=h, OF'=c e hipotenusa F'B =a; entonces la
relacion pitagorica entre dichos parametros es:

a’ =h*+c?

a=+b?+c?, b=+a?-c?, c=+a’-b’

Recuerda que: el parametro “a” es la distancia del centro a cualquiera de los vértices o
semieje mayor, por lo tanto “2a” es la longitud del eje mayor.

El parametro “b”, es la distancia del centro al punto B o B’ o semieje menor, por lo tanto
“2b” es la longitud del eje menor.

El pardmetro “c” es la distancia del centro a un foco, por lo tanto “2c” es la distancia focal.

Ejemplo: ¢(Cuénto vale la longitud del eje menor y distancia focal de una elipse, si la
distancia entre el centro y cada foco es de 3 unidades y el eje mayor mide 8 unidades?

Solucién: Como el eje mayor mide es 2a =8 unidades, entonces la distancia del centro a
los vértices es a=4 unidades. La distancia del centro al foco es ¢ =3 unidades por lo tanto
la distancia focal es dos veces el valor de “c” o sea 6 unidades.

Para calcular la longitud del eje menor, se aplica la relacién pitagérica entre los parametros
a, by c, despejando el valor de b, o sea:

a’ =b?+c?, entonces:
b=+/a?—c? =42 -3 =/16—9 = /7 = 2.646 unidades

Ejercicios propuestos

1. ¢Cuanto vale la distancia focal de una elipse, cuya distancia del centro a los vértices es
de 10 unidades, y la longitud del eje mayor es de 8 unidades?

ol8 02 0l2 o6 oOtra oNo sé
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¢Calcula la longitud del semieje mayor, si la distancia focal es de 8 unidades, y la
longitud del semieje menor 3 unidades?

oa=25 oa=11 oa=5 oOtra oNo sé
¢ Cuénto debe medir la cuerda de un elipségrafo, si un jardinero desea construir un
jardin eliptico con una distancia focal de 10 m, y un eje menor de 8m ?

o4l m 0+/18 m o ZEm oOtra oNo sé

¢ Cual debe ser la separacion entre dos estacas (focos) de un elipsdgrafo, si una persona
desea construir una elipse de eje mayor igual a 20 cm, y 10 cm de eje menor?

O 5x/§ cm ] Sx/g cm DlO«ﬁ cm oOtra oNo sé

Bosqueja la grafica de una elipse, de 8 cm de distancia focal, y 10 cm de longitud del
eje mayor.
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HOJA DE ANEXO.
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Centro
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Figura 2
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Anexo VII. Actividad 2. Excentricidad de la elipse
Nombre del estudiante:

Seccion 1: Orbitas de los planetas Tierra y Marte

Abre en la carpeta “Actividad 2” el archivo “EDVI-Movimiento planetario” Yy da clic en el

boton || Rlay(Baisa || y observa el movimiento de los planetas.

Marca con una palomita ™ la respuesta que creas correcta:

1. Ladistancia del Sol a la Tierra y del Sol a Marte, ¢es igual en todo el movimiento, o
varia? Nota: Observa los valores de las distancias en el recuadro inferior derecho de la
pantalla llamado “Datos de longitud”

oConstante OVaria

2. ¢Cual de las dos orbitas observas que es mas redonda?
0Orbita terrestre 0Orbita marciana oLas dos son iguales

Dato histdrico

En 1609 Johannes Kepler (1571-1620), basado en las observaciones del astronomo Tycho
Brahe, enuncid las leyes referentes a las érbitas de los planetas. Una de ella establece que los
planetas describen oOrbitas elipticas (en forma de elipse) alrededor del Sol, en las cuales el
Sol se encuentra en uno de los focos.

El modelo de 6rbitas elipticas de los planetas alrededor del Sol, derrocé al modelo
geocéntrico de Ptolomeo que decia que la Tierra era el centro del universo, y también
explicar como el Sol parece estar mas lejos de la Tierra en el verano del hemisferio norte
(como podemos apreciar en México en el mes de Junio), época en la cual la Tierra se
encuentra en las zonas mas distantes de la 6rbita con respecto al Sol.

Definiciones: La distancia mas cercana de un planeta al Sol se le llama perihelio, y a la
mas lejana afelio.

Registra el valor aproximado de la distancia del Sol a la Tierra, mas lejano y cercano, e
igualmente con los valores de distancia del Sol a Marte, en el siguiente recuadro
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Afelio terrestre = (millones de km)

Perihelio terrestre = (millones de km)
Afelio marciano = (millones de km)
Perihelio marciano = (millones de km)

[P 2]

3. Observa la siguiente grafica, y arma las ecuaciones que relacionan los pardmetros “a” y
“c” de la elipse, teniendo en cuenta que el Sol estd en uno de los focos, y que la los
vertices de la elipse son los puntos mas extremos de ésta.

+ =

N Y
Periherlio= Afelio=

2a
La ecuacidn de afelio y perihelio para un planeta es respectivamente:

Afelio=a+c, Afelio=a-—c,
O O oOtra

Perihelio=a-c Perihelio=a+c

4. EIl sistema de ecuaciones para el afelio y perihelio para el planeta Tierra, son
respectivamente:

a+c=147 a+c=152 a+c=249 a+c =207
Ta-c=152 TNa-c=147 Ta-c=207 a—c=249

5. Lasolucion para el sistema de ecuaciones correcto, del punto anterior es:
oa=2,c=150 oa=150,c=2 oa=228,c=21 oa=21,c=228

6. El sistema de ecuaciones para el afelio y perihelio para el planeta Marte, son
respectivamente:
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a+c=147 a+c=152 a+c=249 a+c=207
- a—-c=152 - a—c=147 - a—-c=207 - a—-c=249

7. Lasolucion para el sistema de ecuaciones correcto, del punto anterior es:
oa=2,c=150 oa=150,c=2 na=228,c=21 na=21c=228

8. Calcula la relacion de los pardmetros c y a, de cada planeta

Tierra Marte

o
o

Seccion 2: Excentricidad en la elipse

Abre en la carpeta Actividad 2, el archivo “EDVI-Excentricidad”, y construye el trazo de
varias elipse con el elipsografo. La longitud de la cuerda del elipsografo sera de 20
unidades.

Recuerda que el eje mayor de la elipse mide lo mismo que la longitud de la cuerda, por lo
tanto el semieje mayor de las elipse a trazar es de 10 unidades.

Para construir las elipses, lee y sigue los siguientes pasos:

Semieje mayor
a=10

a. Con el deslizador , da clic sobre el punto y deslizalo hasta ubicar el
valor en a =10. Esta magnitud se va a mantener fija. También puedes digitar dentro de
la casilla en valor numérico+Enter.

b. Activa la casilla ¥ Activa Rastro de E y separa los focos F y F’ 8 unidades es decir con
un ¢ =4 unidades.

c. Traza una elipse al mover el punto E lentamente, dando clic sobre éste y arrastrandolo
con el mouse.

d. Realiza el trazo de 3 elipse méas para: c=6, c=8 y por ultimo ¢=9.5. Si desea borrar el

rastro, se debe dar clic en el boton [ BoraRasto_|
e. Observa cada elipse trazada y registra en la siguiente tabla los valores de c y a para
cada una de ellas. Luego calcula el cociente entre c y la longitud del semieje menor a.
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Elipse C a cla
1 10
2 10
3 10
4 10

Tabla 4. Registro de valores ¢ y a para cada elipse

Responde a continuacion, marcando solo una de las siguientes respuestas, con una palomita
"

1. ¢Qué observas de la figura cada vez que c es mas grande o se alejan los focos?

oLa elipse “se alarga o se hace méas ovalada” oLa elipse es mas “redonda”.

2. ¢Coémo varia el cociente c/a cada vez que se alejan los focos?
oSe acerca mas a la unidad (1) DOSe acerca mas a cero.
3. ¢Que concluyes al respecto del cociente c/a respecto de la “redondez” de la elipse?

oEntre mayor sea el cociente c/a, la elipse es mas “redonda”, y de lo contrario es méas
“ovalada”

oEntre menor sea el cociente c/a la elipse es mas “redonda”, y de lo contrario es méas
“ovalada”

4. ¢Qué sucede si la distancia focal es cero, 0 sea si los focos estan uno encima del otro?
Borra el rastro de la ultima elipse. Acerca los focos de modo que uno quede encima del
otro, para ello digita en la casilla de “Distancia del centro a los focos” la cantidad
0.001+Enter, y mueve lentamente el punto E con el mouse. ;Qué observas de la elipse
trazada?

oLa nueva elipse es tan “redonda” que se considera una circunferencia
oLa nueva elipse se “alarga” demasiado

5. ¢Bajo qué condicion se considera que la circunferencia es una elipse?
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Definicion:
La excentricidad e de una elipse se define como el cociente de la longitud focal, entre
la longitud del semieje mayor.

c
e=—
a

El pardmetro e mide justamente la redondez de una elipse. Como c<a siempre,
entonces:

0<e:£<1
a

Entre méas pequefio sea el parametro c, la elipse es mas redonda 'y,
Entre més grande sea el parametro c, la elipse es mas achatada
Cuando c=0 la elipse es una circunferencia.

6. De acuerdo al valor de la excentricidad de los planetas Tierra y Marte calculada en la
seccion 1, ;jqué Orbita eliptica es mas “redonda” y cual mas “ovalada™? Explica tu
respuesta

Ejercicios propuestos

1. Calcula la excentricidad para una elipse 1 cuyo eje mayor mide 10 cm y eje menor 6¢cm
4
oe=— oe=— Dezg oOtra:

2. Calcula la excentricidad para una elipse 2 cuyo eje menor mide 10 cm y la distancia focal es

de 24cm.
10 3 4

oe=— oe=-— oe=— oOtra:
8 5 5

3. De acuerdo con la definicion de excentricidad, ¢cual de las anteriores elipses es mas
“redonda”? ;por qué? Marca con una palomita T P respuesta que creas correcta.

oLa elipse 1 porque su excentricidad es mayor que la excentricidad de la elipse 2

olLa elipse 1 porque su excentricidad es menor que la excentricidad de la elipse 2
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Anexo VIII. Actividad 3A. Demostracion sintético-analitica de la

ecuacion canonica de la elipse con centro en el origen
Nombre del estudiante:

Abre en la carpeta actividad 3, el archivo “EDVI-Elipse por medio del circulo osculador”

y sigue continua con el desarrollo del presente cuestionario.

Seccidn 1: Trazo de la elipse por medio del circulo osculador en
Geogebra

La construccidén geométrica vista en Geogebra consta de dos circunferencias concéntricas a

y b, con centro en el origen A, y con respectivos radios AC=a y E:b, como se

aprecia en la siguiente figura:

Circunfefencia a

I
1
]
s, I,
Cicunfetencia b "

Figura 1. Circunferencias concéntricas ay b, y triangulos semejantes

Los triangulos ABC y DEC son rectangulos, y semejantes por el criterio de angulo-angulo
debido a que cada triangulo comparte el mismo angulo C, y un segundo angulo de 90°.
Entonces, gracias a la semejanza de triangulos podemos establecer proporciones entre sus

catetos e hipotenusas respectivamente, asi:

AC_BC, AC_AB, BC_AC
DC EC. DC DE. EC DC
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a) Sobre la aplicacion de Geogebra, mueve lentamente el punto C, dando clic sobre
éste y arréstralo por todo el contorno de la circunferencia a. ¢Qué figura forma el
rastro rojo del punto E al mover el punto C?

[0 Una circunferencia
0 Un ovalo
I Unaelipse

O Uncirculo

b) ¢Qué representa el radio de la circunferencia grande, respecto de la curva de trazo
rojo?
[0 El radio de la figura del rastro rojo.
O Lalongitud del semieje mayor de la figura de rastro rojo que es una elipse.
0 Lalongitud del semieje menor de la figura de rastro rojo que es una elipse.
[0 Ladistancia focal de la figura de rastro rojo que es una elipse.

c) ¢Que representa el radio de la circunferencia chica, respecto de la curva de trazo
rojo?
LI El radio de la figura del rastro rojo.
0 Lalongitud del semieje mayor de la figura de rastro rojo que es una elipse.
[0 La longitud del semieje menor de la figura de rastro rojo que es una elipse.

[0 Ladistancia focal de la figura de rastro rojo que es una elipse.

Seccién 2: Demostracion sintético-analitica de la ecuacién candnica de
la elipse

Sigue los pasos a continuacion para demostrar la ecuacion canonica algebraica, de la elipse:

1. Activa la casilla “Triangulo ABC” y “Triangulo DEC”, y apareceran dos triangulos
rectangulos ABC y DEC.

2. Asignamos variables a los segmentos de los triangulos:
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AC=a

DC =
AB =X
BE=y

E:X%Bﬁ

Semejanza de triangulos ABC y DEC

3. Escribe los términos correspondientes, la expresion para los siguientes segmentos.

Nota: Ten en cuenta la figura 2.

DC =?= (en términos de a y b)
BC =?= (en términos de a & Xx, utilizar teorema de Pitagoras)
EC =?= (en términos de a, X, y; pista: El cateto EC es

la diferencia entre el cateto BC y el segmento BE)

4. Utilizando la semejanza de triangulos, establece la siguiente proporcién, sustituyendo

los valores algebraicos obtenidos en los incisos 2 y 3.
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Marca con una palomina sobre el recuadro la respuesta que consideres correcta:

5. ¢Cual de las siguientes ecuaciones, se obtiene a partir de la proporcién del inciso 4?
Recomendacion: Utiliza la expresion AC*EC =BC*DC

O a(y)=(a-b)Va’-x*
O a(x/az—xz—y):(b—a)(\/az—xz)

O a(»\ia2 e y) = (a—b)(»\/a2 —xz)

6. ¢Cual de las siguientes ecuaciones se obtiene al simplificar la ecuacion correcta del

inciso 5?
O —ay=bva?-x?
] azyz —b?%a? —b2x>
O -a’y*=-ba’+bx’
7. ¢Cual de las siguientes ecuaciones se obtiene al simplificar la ecuacion correcta del

inciso 6, si esta es dividida entre a’b??
oX.Y

X2 y2
H oyt
X2 y2

8. Comprueba con los demés compafieros tu respuesta, y luego redacta con ayuda del

profesor, las caracteristicas de la ecuacion canonica de la elipse.
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Retroalimentacién:

La ecuacién canonica para una elipse con centro en el origen, y ejes paralelos a los ejes

2 2

cartesianos es de la forma —2+§ =1. Por ejemplo si la elipse tuviera como semieje
a

mayor a=10 unidades, y un semieje menor b=8 unidades, entonces su ecuacion

canodnica se obtendria de sustituir dichos valores numéricos en el modelo, es decir su

2 2 2 2
ecuacion es: x_2+y_2:1 :>X—+y—:1
10 8 100 64

La operacidn inversa consiste en dar la ecuacion, y hallar los elementos, por ejemplo:

¢Cual es la longitud del eje mayor, eje menor y distancia focal, de una elipse que es

2 2

modelada por la ecuacion % +Y

20

2 2

2 2
Solucién: La ecuacion ;(—6+y—0 =1 es de la forma X—2+§ =1, por lo tanto:
a

a’=36=+a? =36 >a=6
b2 =20=+/b? =20 >b =25

Utilizando la relacion pitagérica ¢ =+/a? —b?

c=+/36-20=4

Por lo tanto:

La longitud del eje mayor es igual a 2a =12
La longitud del eje menor es igual a 2b = 45
La longitud de la distancia focal es 2c =8
Centro (0,0), entonces:

Coordenadas de los vértices: V (-6,0);V '(6,0)
Coordenadas de los focos: F(—4,0); F'(4,0)
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Anexo IX. Actividad 3B. Ecuacién candnicay general de la elipse

con centro en el origen
Nombre del estudiante:

1. Seccion 1: Interpretacion grafica de la elipse a partir de sus elementos.

Marca con una palomita la respuesta correcta, en los items 1 al 4

1.

2.

-g= =7 7 - - 2 2
Utilizando el modelo de la ecuacion canonica de la elipse X_2+§ -1, demostrado en
a

la actividad anterior, ¢cual de las siguientes ecuaciones, representa una elipse con

longitud del eje mayor de 10 unidades y eje menor de 6 unidades?

2 2
I:I X_+y_:l
3 5

m S A
5 3

O >2<_;+y?2:1
¢ Cudl de las siguientes, es la magnitud de la distancia del centro de la elipse a uno
de los focos F o F’ de la anterior elipse?. Utiliza la relacion pitagorica a® =b* +c?
para calcularla.
O c=34
O c=16
O c=4
¢Cuales de las siguientes son las coordenadas de los focos F’, F y vértices V’, V, de
la anterior elipse?: (Recomendacion: utiliza respectivamente las formulas
F(—c,0); F'(c,0) y V(-a,0);V'(a,0) para hallarlas)
O F(-4,0) yF(4,0); V(-5,0) y V'(5,0)
O F(0,-4) yF(0,4) ; V(0,-5) y V'(0,5)
O F(-16,0) y F(16,0) ; V(-25,0) y V'(25,0)
Abre en la carpeta Actividad 3, el archivo “EDVI-Elipségrafo”, y con el
elipségrafo, simula el trazo de la elipse que describe la ecuacion del punto 1,
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[P 4] [IPN4)

digitando en el centro h=0, k=0, y los valores del “a” y “c” respectivos. ;Cuél de las
siguientes gréaficas es similar a la que trazaste en Geogebra?

O O

\

v
%90 2 4 68 10 12 14 16 18 20 22 24 2

—

Activa en Geogebra la casilla¥ Comprueba y compara la ecuacion mostrada en la parte
superior de la pantalla con la ecuacion del item 1 de la presente seccion, verificando asi tus
resultados.

X2
b2

y2
+¥ =1

2. Seccion 2: Ecuacion Candnica de la elipse de la forma

2 2

. . X . .
Si la ecuacion fuese _+y_5 =1, se observa que el denominador de mayor cantidad se encuentra

debajo de la y2. Recordando que el parametro “a” es mayor que “b”, se observa que hubo un

2 2
cambio de posicion ellos, de modo que la ecuacion canodnica es de la forma o7 +y—2 =1, de donde:
a

a?=25=a=5
b?’=9=b=3

=c=+a’-b?> =4

A diferencia de la ecuacién dada en el punto 1., el pardmetro de “a®” estd debajo de la
variable y, lo que quiere decir que el eje mayor esta ahora sobre la ordenada (eje y) y por lo

tanto la elipse es vertical. De lo contrario si el coeficiente a® esta debajo de la x* entonces

la elipse es horizontal.
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En el “EDVI-Elipsografo”, grafica la elipse que modela la ecuacién gira el elipsografo por

) ) Gira el elipsografo ) )
medio del deslizador e——— moviendo el punto hacia la derecha

Gira el elipségrafo
- * . Luego digita el centro h=0, k=0, y los pardmetros a=5 y

c=4.
Activa el rastro E y mueve el punto E, para asi graficar la elipse. Bosqueja la grafica en el

siguiente recuadro, y redacta las caracteristicas de la curva de manera grupal

Caracteristicas:

3. Seccidn 3: Ecuacidn general de la elipse.

Lee y estudia con el profesor los siguientes pasos que describen el proceso algebraico de

pasar de la ecuacién candnica de la elipse a la ecuacién general, y viceversa.
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De la ecuacion candnica a la general

De la ecuacion general a la candnica

2 2
1. De la ecuacion

m.c.m. (minimo comun mdaltiplo) de los

denominadores. Entonces m.c.m. (25 y

9) = 225

2. Resuelve la fraccién algebraica:

9x* +25y%
225

1

3. Como el m.cm. esta dividiendo pésalo a
multiplicar al otro lado de la ecuacion.

Posteriormente iguala a cero

ecuacion.
9x* +25y° =1*225
9x* +25y° —225=0

Ecuacién general de la elipse

AX*+Cy°*+F =0

La ecuacion general de la elipse con centro

en el origen es de la forma:
Ax* +Cy*+F =0 donde A, Cy F son

coeficientes.

;‘—+y—:1, halla el

la

Dada la siguiente ecuacion general de

la elipse: 9x* +25y* —225=0,

pasamos los coeficientes

independientes a un lado de la

igualdad:

9x* 4+ 25y* =225
Dividimos ambos miembros de la
coeficiente

igualdad  entre el

independiente (en este caso es 225):

9’ 25y _ 225
225 225 225

2 2
225 225
. Aplicando la ley de producto de

extremos por producto de medios:

2 2

X Yy _
22525
9 25

. Al simplificar la anterior expresion se

obtiene la ecuacion candnica de la

X2 yZ
elipse: 52797~ 1

4. Seccibn 4: Ejercicio en clase

Marca con una palomita la respuesta correcta de los items 1 al 9.

167




1. Dada la ecuacién X, ¥° _;, ;qué vale la longitud del semieje mayor, y la longitud del
36 100

semieje menor b?
O a=36, b=100
O a=100, b=36
O a=10, b=6
O a=6, b=10
2. Calcula el parametro ¢ o distancia focal, por medio de la relacién pitagorica. El valor
es:
[ c=64
O c=136
L c=16
O c=8
3. ¢Qué forma tiene la elipse?
I horizontal

O wertical

¢Por qué

4. Al trazar la curva en el EDVI-Elipségrafo, ¢cudl de las siguientes graficas obtienes?

O O

v E olC Fov
211V98765432_ﬁ0 1727345 6 7 8 8M0

2
3
4|

5]

[
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Activa en Geogebra la casilla® Comprueba 'y compara la ecuacion mostrada en la parte
superior de la pantalla con la ecuacion del item 1 de la presente seccion, verificando asi tus

resultados.

5. ¢Cudl de las siguientes ecuaciones es la ecuacion general de la elipse anterior? Nota:
sigue el procedimiento descrito en la seccidn 3 para obtenerla, y escribe el proceso en

un ahoja en blanco.
O 25x*+16y*—400=0
O 25x*+16y*+400=0
O 16x*+25y*—3600=0
6. ¢Cual de las siguientes ecuaciones, representa la ecuacion canonica de la elipse,

obtenida a partir de ecuacion general 3x* +10y*—-30=07?

2 2

o XY
10 3
X2 y2
O —+==1
10> 32
2 2
X__|_y_=1
3 10

7. ¢Cudl es la magnitud de los parametros de la elipse del item 6?
O a=100,b=9,c=+/01
O a=10b=3,c=+7

O a=+10,b=+/3,c=+7

8. ¢Qué forma tiene la ecuacion de la elipse, del inciso 67
[0 Horizontal
O Vertical
9. Bosqueja la gréfica de la elipse con ayuda del EDVI-Elipsografo a partir de la ecuacion

obtenida en el item 6, y la extraccion de sus parametros.
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Anexo X. Actividad 3C. Ecuacién candnicay general de la elipse
con centro (h,k)
Nombre del estudiante:

Seccion 1: Traslacion de ejes coordenados

Participa con el profesor sobre la informacidon del siguiente recuadro:

Supongamos que se tiene una elipse con centro en el punto (N,k) fuera del origen.

Elipse horizontal Elipse Vertical

Si trazamos ejes auxiliares x' y y' con origen en el punto (h,K), la ecuacion de esta

12 12
elipse sera —2+ig—2 =1, pero por la traslacion del sistema coordenado xy, al X'Y', queda
a
asi:
X'=x—h
y'=y-k

12 12

En consecuencia la ecuacion — +i/)—2 =1, se trasforma en:
a

(x—h)’ (y—k)2_1 {VérticesV(h—a,k)yV'(h+a,k)
a2 b>

+
Focos F(h—c,k) y F'(h+c,k)

La anterior ecuacion es para una elipse con eje focal paralelo al eje x (elipse horizontal)

Si la ecuacion es de la forma:

170




(x—h)’ (y—k)2_1 {VérticesV'(h,k+a)yV'(h,k—a)

+
b? a’ Focos F(h,k +c) y F'(h,k —c)

La anterior ecuacion es para una elipse con eje focal paralelo al eje y (elipse vertical)

Seccion 2: Ecuacion canodnica de la elipse con centro (h, k) a partir de su

grafica.

Utilizando el modelo de la ecuacion canonica de la elipse, estudiado en la seccion 1,
responde a continuacion marcando con una palomita la respuesta correcta. Escribe los

procesos algebraicos en una hoja en blanco:

Dada la siguiente grafica:

1. ¢Cudl es el valor de la abscisa h, y ordenada k, del centro de la elipse
O h=2k=5
O h=-2,k=-5
O h=5k=2
O h=-5k=2

171




2. ¢Cuénto vale la longitud del semieje mayor y la distancia del centro a uno de los
focos? (sugerencia: Utiliza la férmula de distancia entre dos puntos

d= \/(xz —x)" +(y,— ;)" para calcularlas)
O a=10,c=8
O a=8,c=10
O a=5c=4
3. ¢Cual es la magnitud del semieje menor? (Sugerencia: Utiliza a® =b® +c?)
O b=6
O b=3
O b=9
4. ¢Cudl de las siguientes ecuaciones modela la elipse de la grafica? (Recomendacién

:Sustituye los parametros a, b, calculados en los incisos 2 y 3, en el modelo
correspondiente de la ecuacion canonica de la elipse estudiada en la seccién 1)

(-5 (y+2) _

O 1
25 9

- (x+5)2+(y—2)2:1
25 9

(x5 (y-2)
9 25

- (x—5)2+(y+2)2:1
25 9

Seccidn 3: Ecuacion general de la elipse con centro (h, k)

Lee y estudia con el profesor los siguientes pasos que describen el proceso algebraico, de
pasar de la ecuacion canonica de la elipse con centro (h,k) a su respectiva ecuacion

general, y viceversa.
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De la ecuacion candnica a la general

De la ecuacion general a la candnica

5. De la ecuacion

(x+5)° +(y—2)2 1
9

25
halla el m.c.d. (minimo comudn
denominador) Entonces
m.c.d(9,25) = 225

6. Resuelve la fraccion algebraica,

multiplicando la ecuacién por el m.c.d:

2 2
E(HS) " (y;;) ]*225 ~1%225

9

225*M+225*(y_2)2
9 25

=225

7. Simplificamos la anterior ecuacion, y
resolviendo los productos notables,

obtenemos:

25(X* +10x+25)+9(y* —4y +4) =225

8. Aplicando la ley distributiva de la
multiplicacion e igualando a cero,
obtenemos

25%° + 250X + 625+ 9y* —36Yy + 36 = 225

9. Reduciendo términos semejantes,

obtenemos:
25x° +9y” + 250x — 36y = —436
10. Igualando a cero, la anterior ecuacion,

se obtiene:

25" +9y° +250x —36y +436=0

Ecuacion general de la elipse

AX* +Cy* +Dx+Ey+F =0

5. Dada ecuacion general de la elipse:

25%° +9y* + 250x —36y +436 =0,

pasamos los coeficientes independientes

a un lado de la igualdad:

252 +9y? + 250X — 36y = 436

6. Agrupamos juntos los términos que

contengan X, y los de y.

(25%* +250x) + (9y* —36Y) = —436

7. Factorizamos el coeficiente de

XX yy®:
25(x* +10x) +9(y* —4y) = 436
8. Completamos el

perfecto de

las

trinomio cuadrado

(x* +10x) y de (y* —4y)

Para ello suma la mitad de cada segundo

término elevado al cuadrado

Para

2
x? +10x — x° +10x+(%) =x%+10x+25

Para

2
y -4y — y2—4y+(gj =y’ —4y+4

9. Pero como se suma un 25*25 y un 4*9

aun lado d ela igualdad, también se debe

sumar al otro lado de la igualdad:

25(x2 +10x+25)+9(y2 —4y+4) =436+

(25*25) + (9* 4)
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La ecuacion general de la elipse con centro

(h,k) es de la forma:

AX? +Cy* +Dx—Ey+F =0donde A, C, D,
E y F son coeficientes. Siendo Ay C del
mismo signo.
Para la ecuacion:

25x” +9y° + 250X — 36y +436 =0
A=25
Cc=9
D =250
E=-36
F =436

10. Factorizamos los trinomios cuadrados
(x2+10x+25)=(x2 +5) " ;

perfectos:

(y2—4y+4)=(y—2)2

= 25(x+5)" +9(y—2)" =225

11. Dividimos la ecuacién entre el

coeficiente independiente (225):

25(x+5)° +(y—2)2 225
225 225 225

12. Aplicando ley de producto de extremos,

producto de medios:

(x+5)° (y-2) _

2R
25 9
13. Simplificando:
2 2
(x+5) +(y—2) 1

9 25

Ecuacion candnica de la elipse con centro (h,k)

Escribe qué caracteristicas tiene la ecuacion general de la elipse. Discute tus respuestas con

los comparieros y el profesor:
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Seccion 4: Extraccion de parametros y grafica de la elipse con centro (h,
k), a partir de su ecuacion candnica

(x+5) (y-2)
25

Dada la ecuacion

=1, responde a las siguientes preguntas:

1. Compara la anterior ecuacion con los modelos de la elipse horizontal y vertical.
Segun el modelo comparado. ¢Qué forma tiene la elipse?
OO Horizontal
O Vertical

Explica tu respuesta:

2. ¢Cudles son los respectivos valores de los parametros a, b, c, para la elipse que

describe la ecuacion?
O a=5,b=3,c=4
O a=25,b=9,c=16
O a=9,b=25,c=34
3. ¢Cuales son las coordenadas del centro (h, k)?
O h=5k=-2
O h=-5k=2
O h=2k=-5
O h=-2k=5
4. ¢Cudles son las coordenadas de los vértices y focos?
O V(-5-3),V'(-57) yF(-5-2),F'(-5,6)
O V'(-3,-5),V(7,-5) yF'(-2,-5),F(6,-5)
O V'(G,-3),V(5,7) yF'(5,-2),F(5,6)
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5. Abre en la capeta Actividad 3, el EDVI-Elipségrafo, y grafica la elipse que modela la

(x+5) (y-2)
25

centro (h, k) que obtuviste en los items 2 y 3 de la presente seccién. Si la elipse es

ecuacion

=1. Para ello digita los parametros a, ¢ y coordenadas del

vertical Gira el elipsografo. ¢ Cuél de las siguientes graficas obtuviste? Verifica que la

ecuacion corresponda a la gréfica activando la casilla comprueba.

O
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Anexo Xl|. Postest
Nombre del estudiante:

Se va a remodelar el conjunto residencial Villas de Chalco, con la construccién de un gran

jardin y una alberca en forma de elipse. Para construir el jardin contratan un jardinero, y le

piden construir el mayor jardin eliptico que se pueda inscribir en la zona verde rectangular
de 20 x 12 m.

Para la construccion de la alberca se contrat6 un ingeniero el cual calcul6 que la posicion

de ésta obedece a la ecuacion 25x* +16y* —300x + 256y +1524 =0

1.

4.

Abre en carpeta Postest, el EDVI-EI jardinero y el ingeniero” y dibuja la mayor elipse
(jardin) que se pueda inscribir sobre el rectangulo verde. Para ello, ubica el centro del
elipsografo en todo el centro de la zona rectangular. ;Cudles son los valores de las
coordenadas para el centro del jardin eliptico?

oh=8k=-12 oh=-12,k=8 oh=-8k=12 oh=-12,k=-8

¢Cual es la longitud del semieje mayor y menor de la elipse trazada por el jardinero?
oa=20,b=12 oa=12,b=20 oa=6,b=10 oa=10,b=6

¢Cual es la longitud de la semi-distancia focal?(para calcularla utiliza la relacion

pitagorica a® =b*+c?)
oc=16 oc=4 oc=64 oc=8

¢ Cual de las siguientes ecuaciones canonicas, modela la elipse del jardin eliptico?

0 (x+12)? N (y—8)° 1

36 100

. (x—12)? N (y+8)? _q
100 36

g (4127 (y-8° _,
100 36
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2 2
O (x-12) +(y+8) 1
36 100

5. ¢Laelipse es horizontal o vertical? Explica tu respuesta

6. Calcula la excentricidad del jardin eliptico, y marca con una palomita la opcion

correcta.
4 3 5 5
oe=— oe=-— oe=— Ooe=-—
5 5 4 3

7. Si la ecuacién hallada por el ingeniero para la alberca en forma de elipse fue
25x% +16y* —300x + 256y +1524 = 0. Describe las caracteristicas que explique por qué

es la ecuacion general de una elipse.

Caracteristicas del porque es la ecuacion general de una

elipse:

Para la anterior ecuacion, realiza el procedimiento algebraico que permita llegar de la
ecuacion general a la candnica de dicha elipse, y marca con una palomita la respuesta

correcta:

2 2
g x+6° (-8 _,
16 25

2 2
O (=67  (y+87
25 16

2 2
O (=67  (y+87
16 25
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2 2
(x+6) +(y+8) 1
O 25 16

Procedimiento para llegar a la ecuacion canénica:

8. ¢Cudles son los valores de las coordenadas para el centro, de la alberca eliptica?
oh=6,k=-8 oh=-6,k=8 oh=8k=-6 oh=-8,k=6

9. ¢Cual es la longitud del semieje mayor y menor de la elipse trazada?
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oa=16,b=25 oa=256,b=625 oa=4,b=5 oa=5b=4

10. (Cudl es la longitud de la semi-distancia focal?(para calcularla utiliza la relacion

pitagorica a* =b® +c?)
oc=9 oc=34 oc=3 oc=1

11. ;Laelipse es horizontal o vertical? Explica tu respuesta

12. Construye con el elipsdgrafo en GeoGebra la alberca en forma de elipse, utilizando las
respuestas a las preguntas 8, 9y 10. ;Cudl de las siguientes figuras representa alberca
en forma de elipse construida por el ingeniero?

O O

13. Calcula la excentricidad de la alberca eliptica, y marca con una palomita la opcion

correcta.

oe= oe=

gl w
Ao
w| o

4
oe=— oe=
5
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14. ;Cudl de las dos elipses es méas redonda, la del jardin o la alberca? Explica tu respuesta.

15. Las coordenadas de los focos y vértices de la elipse de la alberca son:
- F(6,-5) y F(6,-11); V'(6,-3) y V(6,-13)

0F(6,—4) y F(6,-12): V(6,-3) y V'(6,-13)

oF(-5,6) y F(-11,6); V(-3,6) y V'(-13,6)

oF(6,-3) y F(6,-13); V(6,-5) y V'(6,-11)

16. Gina, Héctor y Alfredo realizan una competencia en la alberca eliptica, que consiste en

partir nadando de un foco de la elipse, tocar luego un punto cualquiera sobre la mismay

por altimo llegar nadando al otro foco. Todos toman trayectorias diferentes como se

muestra en las siguientes figuras:

Alfredo

Gina

Héctor

0 1 2 3 4 5 6 7

© o N b &b A b b L o

8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=3 o do S & &on A &

)

1 2 3 4 5 6 7 8 8 10

Al final de la competencia gan0 Gina, sin embargo Alfredo argumenta que no es justo

porque el recorrio mas distancia que Gina, Héctor argumenta que la mayor distancia la

recorrié él mismo, porque dio vuelta hacia atras y luego se dirigié al otro foco. Sin embargo

Gina dice que fue justo porque todos recorrieron la misma distancia en diferentes

trayectorias. ¢Quién tiene la razon? Explica tu respuesta
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